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quami tobt rasta per fer, malgrat gue tenim tasbhe 1 ssperanga gus
hem resixit & conunicar £{ nostre egspecific miszatoe.

Fard no valdriem acabar agquesta presentacid senss agraic la
conprenslo 1 els anims gue hem rebut 51 llarg dels diferents
redactats de 1 'escrit, aixi gcom les critiguss gue ha susci

=CL L
alguna de les sevsEs primeres Yersions i que han contribult a deixar
més explicitasment clar 2ls seus‘ohisctius. D altra banda ens plau

tambe de recordar, 1 d'agrair, el suport gue 1 obra ha merescut per
part de la Fundacid Jaume Bofill, i en especial i afabilitat i la
disponibilitat del =zeu director, el senyer Jordi Porta,
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£z simptomdtic que tant lIss esscoles analitigques com les
Tanomenolégiques  hagin  tingut un  origen en  els  problemes
relacionats amb les nocions de pombre i, en conjupt, amb afers
matematics. Sens dubte per cap d's=dtes no eren les dnigues
prescupacions, alhora oue els primers ban anat ampliant el seu
interegs en la direccid dels lisnguatges guotidians. mentres gue els
2egons han continat la recerca dels gressupdsits en la constitucio
del mon i de leg coses. Oal rERconeixer que sovint hi ha hagut una
certa incomunicacid entre analitics i fenomendlegs, szgurament per
uwns motivs similers als gue explicarien 1 allunyament entre Frene
i Husserl. Tanmateiw la resultant per a 1 estudids de fimals deol
zegle XX @5 la seguent; considerant qgue 1a fileosofia enclou uns
activitat critica, per tant no dogmatica en 1 acoepeid de no
arcephtar alld ja estagert, no hi ha discurs possible sense uma
pravencit contra els wses no circumscorits del lienguatge ni sence
una considaracid d'uan punt primer d serencada. Sagurament o] mer
racord 3 uns collia qd e=coles analitiques o rie Coarrents
fenomenelogics pot degcoratisr el lector de qualzevel orogres
sobretot an afegir qua I encreuament dels prablemes linglistics,
dg les concepcions lfgigques, dels avataf“ de lez geomstriss ng
sucliidianes 1 de la prrurﬁssiva abshtraccs &N ¢ dimciplines
matematiques, dels sscoroollamnents #Qna11turxmﬁ315 de la deonacid
dal man, on caldrias supsrposar la crizsi dels nodels o

Ll

s
i'rl

claz=sics dae la

Tizsica, gic., semblen fer | assaig radicalment irresalitzable.
Tanmateis la possibilitat gue 2l desconeissnent oo les
tradicions matematigues, 1o Gy tques, analitigues i fenomenolagigues -
“'hmnd ajant QFDVLElGnd¢mﬂﬁ els probleames que es deriven dels
canvis substancials de perepectiva on la fisica del =egle XX ~— enc
irie apar'.aria EfECi'hammﬂ* d7una presa de oonscisncis de2 ) estat
de la gisstid, no 1lewa que tenim algwne fsts gus semblen indicar
que un Bon nombre de dgs dificultats no zdn de principis sine de
conseguéencies, 1 ogus 17 Pﬁpermnga g algun fil conductor que ens Guii

en l'esbreolla no @3 trohi ftant en una confrontacia o 80 un
atarament de posicions des de diferents punts, sind & reculae =n
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Caerder . Ge proamee antincd

matepliiques en
smmil Aar una paradoxes qus siaul Eclfmguirnvﬁﬁ dee fwme Lldg I
eutret al llarg de Lailtig =segle  gus hmutm ey T
comencaments com s1 res no estiguds dit, peEyrd ssguramsnt heas
d'agrair  als nostires avantpassats 1 sl =eu dngent  brashall
d'ezsclariment 2! gue nozsaltres ng repe @tim les matelidss passeEs.
Tl.lustren—Ma amb algun cas: el Iea 0P 00 ignoraera la imporiancia
gue tingud psr o oa afermament de les posiclions lédgigues §7intent
de supsracia d7alld gues  anomensren el ‘psicoiogizme’ (o
Tsubjectivisme’ , en aigun ts del termel dels conbinguts’ idgics o
fins i tot dels contiguts de la ciencia®™, perd alhora respeciant
pel cap baix 1rewisténcia d'ung nivells Basics de conscidncia
indapandants dels nivells lagic=s, quan no = intenta. com en l@a
ideen husaerlianes, fonamentar 1 avtonomis del propl discurs
pmlh&lbda Hens  dublte els Pimits del peisglogisme 1 las
pretensions de la cleancia donades les bases amb gud traballa
I indivicdy constiitulren -— 1 poden coostituir -~ unis temes
PR ek G v , Coo s
apassionants &#nh la &b GuE senbklen compromstire la possibilitat de
Ter wun setudi ochjectiuv (contra e subisciivisme) 1 wilid amk
gengralitracis foontra =21 relativiems), Q@rn caldris mequr

@R o

afegilr gue 2ie nivells basics (introspectiug: da rom@idaenent pee
part 47 un individuy no han ssmblat sempre 1 oonue hi
praguli haver una tal andlisi gue puoud distingir nivells smoon

i
matein acte de consciénoia™, i mes aviat poden samklae rﬁﬁuhtaﬁtﬁ
dels =2etudis {1 el consixemsnt). Sccgphem pepr o une instant goe nvo
his ; paﬁaibilltat e difsrenclisr e unsa metosiss conducha 1 en

corntingut idgic del gszraléﬂ {introspeohiuly =1
de la ldgica hauria de

-

Ay

per tal de
redefinlr-se, pard sixd sols hauris @ griociss &

Trevoiucld intermne dels propis coresnta
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Frengusm un altre punt a 1 atzar: quan els correntsz anaiitics
i fenomanalogics T han ocupat del llenguatges ha estat precizsment
pergud =2ls congixements i 1lw transmissit ¢ fan de manera cabdasl
i privilegiada)! a traves d'aguell mitijia, i e conjunt Ll
pul.liulacico de treballs ha Fomentat decididament s crifticas
linodistica; certament ara no 2e tracta tant d avaluar-lo com La
casa de 1l e@sser o dexigir-hi un esquema ldgic preconcebdut, STing
de prendre una tal posicid gue sigui, &1 més o oen els
comencaments, la dels minims en ' accepcid gue el llenguatge amagul
tants pocs misteris com sigui possible a Ti de deiyar lliure
1'espai dels seus plurals dsos,. ALXO demana, &5 ceri, gue ap hom
gsmerci circumspectament els moits, sense prejudici pera també sense
gosadiesy; és clar que la critica linglldistica s converiedls
rapidament en uvna critica epistemclogice., pergque é&s impossible un
astudi soore el llenguatge des del lenguatge enti#s com un
reguitzell de zons. I i tenim motius per craure gue elz avengos
,substantius en aguesta direccld feis pels corrents analitics han
estat un pel inconsegients en algun extrem™, ahora #= passibles de
trabar en alguns fepomendlegs wn cgrt ablds de les capacitats
discriminadores de ]'home. Al capdavall la resulisnt 23 1 exigéncia
d'une critica radical epistemclidgica i linglistica, gue anzs delixs
en alguna scsenold, enmig d'unas terra vergs no sobjaday pergué,
certanent, la histdria lingdistica i spistemcldgica tie ies sscolss
analitiques i Tenomenologigues serveixen ben bd de prevencid, perd
no semprs o indicacid. :

TAagquesta inconseqiancia estd reconeguda exenplarment en alguns
moment de la llarga carrera analitica, per exﬂmple 2 Wittgenstein
15ﬁr*3+15 H.05, &.54, 7y lee paraules daguest stre contrastan
vivament, per exemple, amb les de 1 Aver de 1935: 41@5 DIrOpOsicions
de 1a filos 20T 1a nn smon factigues. sIind 42 caracter linqoistic: wolbl

giv,. gue no descriuven la cnndnﬂiﬁ cdels ohijecbkes fisices. ni adhuc
delz obiectes aentals, Les proposicions Yilossaftiguss o
definicigns, 2 1gs consegiéncies formals e los ﬁhf¢ﬂ1r1 2O
Dlacord amb ainG, podem dir gus la filosofia fe up quartgmﬂnt

taologicas cal, com veurem, La marca cara tica o unas

purammot logics £3 gus tracia de i@*,~9n3 qu-nc;ﬂg ”-“mn,

nostres dofinicions. i on@ de lec Foabs omoiyrioes
(Liennuatos., worital i iﬁqiaﬁ, pag, il oeri s=ils R
terapdutics, =1 grup o Ouford 1 fims 1 tot  les (S
Investisacions tliosatiguess no semblen haver acabalt d e =21
punt de mira gque, amb la critica dels usos del 1llenguatges, in
potser ascogntuar méz 1z prdpila possibilitat d'aquaﬁtm i

possiblgment podria suposar-se qus2 Hi ka hagut =n sigun autidr wun
@Hods O enginy.
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Lee relacions entre la légics simbolica i les discipline
matematigues han estat prou intanses an los deu o guinze décads
anteriors, per més gue no & ofereixan de cop 1 ovelta i ogue sol
mitjangant un consirds estudi sembla possible de ciroumsoyrigers-l
una miza; si la logica, per exemplie, =xplicita lez regles
d'inferadncia que d7alguns  man@yra s6n  vigents ftambg  en 1a
demastracid matemdtica, sembla gque &ns trobem davant duna
reduplicacid, que arribaria, & intregrar les disciplinas
matematiques si fossin descabdellaments lagico~-faormals: en el
primer cas hi hauria 21 problema de legitimar 1a diforéncia
substantiva entre la ragla lagica i la demostracit meiamatica sense
recaure Bn 1 idealisme, mentrs que el segon trobariz; sembla,
problemes de circumscripeid significativa.

Es podria pensar en aguest sentit que les sucoessives orisis
de la logicitzacid de 1 aritmética, per exsmple, semblen indicar
gue 1 ectudi dels elements propis de la matemitica o descabdella
d'una manera independent de certes concepcions’ lagigues —— &
zequrament fora una direccio psclaridorad. El llenguatge simbdlic,
tob 1oaind, e2s remunta fins a Aristiétils es tracta doncs de 1 abast
d'un tal liliznguatge; sembia que no n'hi ha prou 2 ac-eptar Wnha
gqualsevol concepocis del ilenguatge formal com un estri hewristic;
s5ind gque caldria aixi mateix prendre algunss precaucions, peraud
fims i tobt circumscrivint la légicae tradicional a liestudi de i
inftoréncigs no sembla seguyr gue nhi pugul haver fors dels diversos
i contraposats temes. Al cap 1 a2 la fi es trgoeta - oom ol 1
antrevey —— del oroblema de 1a generalitzacis®, Alhora 1 aver
introdueix la giestia de la iguailtat o de la ildentitat
diteréncial gue no hauriz de ser resolits al marge duna positivitst
lagica.

Sigqui com sigul entre ele tedrices de la logica gezstaca li
figura de Frege tant per 1'aportacia en 2l descabdellament dea La
idgica simbalica contemporania com per la riguesa o mabisos 1
dapreciacions: caldrd recardar per prampla gqus pocs 8 s

accsntuat tant com Frege que la ldagloa matendbica no
de forpmes ni de sighes; prow lagics posteriors no 17
interpreta la veritat com una signifivacio i
supnsar gus 2% precisament @i ereiteri de veritst
o dun snuncist el gue impedeix s algums 10gLics U8 rECITE
mer discurs ] t.1 i criar i

a basa
gy iter - Lokot
A signlficacis d'una proapesicid o nom 21 sonenl g
iogica &l una referencis &l mdn 5o limgitistic (O ouals

gue 2igui la interoretacis del mol “weribat’ ), sembzla

[T

=F.per exemple Frincinis mathemaitics
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quelcom pel gual 2ls usos del llenguatge no se clircumsoriuen jal
prapi llenguatge.

La nocid de veritat pel cap Baix ha de ser doncs estudiada amb
un caert detall. En aguest punt tindiria tota la rad Tarski en la
cloenda del seu incisiuw treball £l concepte de wveribat en eols
llenguatge formalitrtats, guan advertia que (giz fildbsofs gue no
estan acostumats a 17Uz de medodes deductius en llur trebgil de

- - - bl . - -
cads dia tendeiven a mirar tpots els ilenguatae formslitoais amb upn

cert menysprret, peraud copntrasten aguestes conskrucoions
‘artificials’ amp 1'unigc llsnguatas natweal -- el ilenguantgs
cal. loquial,. Fer aguesta iad 21 fet gque 2ls resullats obtingufs
concarneiyin guasi d uga  _mangra exciusiy ela llenguates
formalitzsts reduird considerablement, als lls de melits lectors,
2l wvalor de les investigacions precedents. Em seris dificil do
compartir aguest punt de  wigsta. En la_  meva opinid les
consideracians del paragraft 1 [que estudiaz la wveritat esn el
ll=nguatge maturall proven amb emfasi que el concepte de veriiat
(aivi com d ' altres conceptes sepantics! meras ingviiablemsnt &
cenfusiong i & contradiccions guan i apliguem, Juntament ambh lss
llopizs normals de la légica, al llepcuatos col.loguial. Sualsewol
gue desitgi de seguir. malorat totes les dificualtatz, (5 zamnanhica
del llenguatge col.leguis]l amb I ajut dels metodes exachies waurs
primerament oue 1i cal asnprendss tasca ingratas o wuns rafor
d anuest llenguatazs. Ho trobard necessari osr tal de defini

Iestructura, de supsrar 1 ambigilit: dels Itsrmes gus i
i de trossgiar finslment &l llenguets an wnes séries de
g abast mas 1 omes gran, cadacun dels guals esta en
ralaciss resoecte del seglient oo wn llengustge §formal iizalb

rospacte del sou petallengusatges. BEs podris dubltar. tanmabein,

1}

0

el lignguatgs de ia vida diadris preseves encars la z=ve naturall

geanras de ger raciopnalitzat’ aixi. foogus no asdophdes mes aviat s

trets caracteristics dels lienguatagms Tormaliitzatse: hindria
Ia rad =zi el concepte de veritat =ols s pot definir dins

s

ienpguatge formalibtzast 1 sl cerhtes concgpolions de les
generals de la lagica simbdlica Lanen ;
lienguatges guotidians 1 de la cigncia,




LLa constitucid de les aeometries no euwclidianes ha gstat
possiblement un factor gue ha contribuit de manera eficac a
gitestionar que els poessibles principis a partir dels oguals
comprendre un gualsevol descabdellament geometric els  puguen
abastar tenint sols en compte la quotidiana concepcid de 1 espai.
L argumentacid seria si fa no fa la seglent: donat gue un nombre
d’axviomes permeten de descabdellar un sistema consistent (i.e.
sense contradicoio) gepmetric d espais no euclidians, 1 que 1 espai
quotidia estd aproximadament d acord amb el model dels Elements,
llavors els principis de geometria i el sistema consistent gque en
brolla no es funden en els espais quotidians i el mateix model dels
Elepents no cal que vingui justificat a través de 1'experiencia,
sind e 8 atcepta 1a sEVa consisténcia a partir del
descabdellament logic des de principis. Com William i Martha Mneale
- diven en el seu excel.lent ilibre dquan s/ hs deixat en clar sixt.
28 pot veure que el descabdeglliament de la geometriz no-euclidiana
no refuta, com han suposat alguns fildspfs, 1antic punt de vista
d’'Euciide= i de Kant, seqons el gual ] postulat de les paral.leles
@s_una veritat necessiria de 1l espai perceptid. Pergué es pat
arquir pel cap baix gue les condicions logiques prescrites pels

axiomes de la geometria eucglidiana es manlleven necesariament de
les relacions de conaruéncia perceptibles. Perd si de fet ho fan,
allo gue estableixen np és5 una veritat de la logica formal. ni W

veritat de ia geometria en el sentit gue els matematics pUirs  (resesp

gra_ el mot ‘geometria’. FPer a les finalitat de la matematica n’hi
ha prow gue les condicions prescrites pels axiomes de 1s geometria

no-euclidiana siguin consistents, aixd és que no  duguin  a
contradiccions, i el procediment per mitid de representacicns o de
projeccions ha mostrat gue no hi pot haver inconsisténcia en els
axiomes tant de la geometria el.liptica com de la hiperbdlica a _no
sgr qQue hi haai tambeé inconsisténcia en els axiomes de la geometria
guclidiana... Pero ng ¢s de cap manera gbvi que 1 espai fisic siguid
enclidia ep el sentit de satisfer tots els axiomes d Euclides.
Rificilment podem mantenir. per exemple, aque percebem tant wuna
infinitat externa de punts enlld de gualsevol punt i gue mai no
g acaba. com vna infinitat interna de punts entre oints 1 gue mal
0O s acaba; i si malorat tot diem que 1 espai fisic &8 euclidia en
ple sentit, caldria gue defenséssim gue coneixem aixd com  una
yeritat necessaria donada en una intuicid espacial»®.

81 més no la revisid dels axiomes i 1l'accent en  la
consisténcia logica, incitd per una banda ia formulacic explicita
de tots =ls pressupdsits de la geometria euclidiana, en la lipia
dels Grundiacen der Geometrig (1899) de Hilbert, al costat del

“The. develogment of logic. pags.385—-3IB7.



?

descabdellament i la presentacid de les dJdiverses geometries,
D altra, com esmentavem, convidava una vegada meés els légicz a
desenvolupar les nocions o axiomatitracis”. Tanmateix, senze
- abandonar el terreny de ia geometria, segurament no és insensat
d’admetre gque la mateina pluralitat d'espaig ~- 1’hiperbblic, els
espais projectius, els espais p—dimensionals, adhuc d’infinites
dimensions, els espais riemannians, topolagic, i d altres —-— ens
posen a 1'aguait tant d una fagil simplificacid com de fer
menyscapte dels pressuposits historiecs a partir dels quals es
descabdellen. Ferd aixd ens duu si més no com a passa prévia a un
esclariment de la prépia gecmetria euclidiana, en especial a una
avaluacid dels principis, del propi métode demostratatiu i del
mateix espai euclidd; encara meés, perque no es tracta scls de saber
d’una manera directa les relacions entre 1l 'espai guotidia i
1'euclidid, ni la d’'agquest amb els nous espais com si tot 21 que
hi anéssim anotant fos mera descripcid (o deduccid) a partir dels
axiomes peométrics establerts, guan poques disciplines matemitigques
"no  fan referéncia o es basen immediatament o mediata en
consideracions numérigues 4 quan prou geomestries usen aguestes
disciplines com a quelcom sabut, mentre paren compte del seu punt
de partida. En d'altres paraules, no n'hi ha prou a estudiar la
gaometris euclidiana com a precedent, sind gue cal reflexiomar
scbre el conjunt de les branques matematigues i precisament com a
precedents histérics,

Tet aixé pot ser valid fins i tot a nivell de les conceptions
no-—euclidianes del propi Bauss (fetes publigues per primer cop el
1862 en publicar—-se el seu intercanvi epistolar amb Schumacher),
de 1'obra Spbre els rudiments de iz gecmetria (iB29-18B30) de
Lobatxevski o de 1" Appendix (1832) de Bolyai, peréd ho &5 més i mes
a mesura que entrem en noves geometries abstractes. La mateixa
geometria n-dimensional neix primerament com una generalitzacio de
la geometria analitica usual & un nombre arbitrari de variables:
Lagrange ja usd el temps com a quarta coordenada en els seus
estudis de mecanica, perd els primers treballs sistematics son del
1844 i es deuen d una maners independent a Grassmann i a Cayley®,
Alhora és prou sabut qgque i genial edifici del la geometria de
Riemann, expressat per primera vegada en la canferencia Sobre les

“Per & la versit de Frege, pel gui 1 aritmética formava part

de la logica (gra sols Kweiter entuwickelte Logik»), cf.Grundgesetze
der aArithmetik I, proleg vi.

SAquest origen analitic mo lleva l'assaig d'investigacicns
merament geométigues fetes postericrment, per exemple pel matemitic
suis Schiaefi el 1852 sobre elg pelisdres em un espai r-
dimensional, continuat en gspecial pels matematics russos, scabhretot
per C.F.Voronoi {(1848~1908). val 1a pena de recordar que els espais
topolégics i els projectius tambeé poden tenir les respectives
geometries n—dimensionals.



1Q

hipbtesis en les guals g5 basa  la geomeiria lany 1854, i
descabdellat més tard amb un prodigids aparell formal, pren cos
precigsament a partir de fédrmules funcionals, a banda del fet gue
arribem agui a una nocid d despaly de cap a cap generalitzada. D
guwe 1 'Erlanger Programm (1872} de Klein recull els resultats de
1'estudi de la geometria projectiva, de 1'afi, i d'altres, per tal
d'establir el principi gensral de la seva formacid: gue podem.
considerar un grup arbitrari de transformacions univogues de
l'espai i estudiar les propietats de les figures que es conserven
en les transformacions, ete. En aguesta orientacid podria semblar
que acceptem zols una nova branca de la matemdtica perquée hem
acceptat abans aquella de la qual en depén, i gque dominem:
1’ ascendencia histdrica duria a una de conceptual, la comprensio
d'una geometria no-euclidiana passaria per la caomprensité de
1'euwclidiana talment C Om @s probable gue acceptem una
generalitzacio numerica o la mateixa algebra pergue acceptem
g'aritmética, i passaria per la comprensid del domini dels estris
. matematics gue hi han dut”.

D'altra banda es té la sensacid gue de vegades hem abusat da
les nostres capacitats intel.lectwals guan hem infravalorat que
1" axiomatitracid és d ' alguna manera a considerar una cloenda de
camii 1la utilitat dels nostres sistemes geométrics deductius i la
seva certesa de fet segurament ens ha inclinat a voreijiar les
consideracions de dret,

Cap de les geometries existents es descabdellia independentment
del nombre: el propi espai euclidid és subjecte d'una euploracio
numerica exhaustiva, i d’'alguna manera el coneixement del nombre,
de l aritmetica, i de les seves generalitracions és coextensiu al

“En aguest sentit potser tingui algun interés de wveure de
manera puntual la qdestid d'assequrar la no-contradiccid en les
geometries no—euclidianes; en efecte una consegieéncia de la
representacis de la geometria no-euclidiana dins de la d’'Euclides
rauw & considerar—la tan poc contradictoria com la d Euclides, aixd
¢z, ho seria, si ho fos aquesta darrera; és prou sabut gue la
primera interpretacid es degue al gedmetre italia Beltrami 1°any
1868, pera la més coneguda @s sens dubte la de F.¥lein a Uepber die
sggennate micht-puklidische GSeomegtrie (1871) (Foincaré elabord un
tercer model, gue 1i va servir per a rescldre problemes d'una
branca matematica del tot alliunvada: la de la teoria de les
funtions de variable complexal. A propasit de la no-contradiccic
de les gecmetries a partir de la no contradiccicd dels nombres
naturals, cf.H.Reichart, BGauss_und die Anfangen der nicht—
euklidischen Geometrie, pag.lid.
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desenvolupament o una geometria, i d ' aqui la seva importancia. Ferd
de bell nou les relacions entre 1 aritmetica, per exemple, i 1a
geometria queden ofuscades per la naturalesa de les nocions det
nombre i 1a de les propies entitats geométrigues, mentre qua la
singularitracid de la unitat enmig de tots aquests afers és, en
certa mesura, urgent, guan no és possible per exemple de formular
l1"axioma de les paral.leles sense la unitat. £s clar que per a
descabdellar una aritmetica no calen les subtileses 3 ) 'antorn de
ia natura de la unitat: el desig‘de circumscriure—la provée més
aviat d'una wrgeéncia de racionalitat, oque els aprensntatges
supleixen, i del fet que la censisténcia légica entre la seva nocid
i l1la praéctica aritmetica sembla enfortir el criteri emprés en
conjunt., A més i‘aritmetica (i la geometria) han estat
tradicionalment alguns dels llocs adisnts de contrast

epistemalogic.

Val la pena per exemple fer notar gue sembla haver—hi alguns
- Prohlemes en la propia nocisé d'unitat guan ne s'usa sols el terme
‘wnitat’ per a les dades extralingiistiques (Yaixi jo entenc pear
objectivitat una independéncia de les nostres  sensacions,

intuicions i representacions., de les projeccions d-imatges internes
a partir de records de sensacions passades, perd  no una

independéncia de la radn®®); perd d'altra banda és dificil

d’admetre que "l1l=I’', ‘4+3=7’, etc., sense alguns esclariments i no
queda clar si el zero €5 un nombre ¢ que el terme ‘nombre’ Po & usi
equivocament, a part de totes les dificultats gue ocasionen els
nasibres molt grans (o les subunitats molt petites) o 1 mateix fet
de generalitzar propietats i operacions, etc.

S observara més endavant que no seguim la que s ha fet
tradicional acotacid del nombre (natural} a partir de
l"equivalencia de conjunts o 21 fet de ternir—io com una classe de
classes, i que hom troba fins i tot en les nostres 1libres de text
elementals. No es tracta pas, é&s clar, gue no westigui ben
representada en els ultims cent anys (deixant de banda la indicacio
de Hume al Treatise I1,%,1}: amb sls retocs corresponents, o fins
i tet en marcs intel.lectuals prou diversos, entra dins de les

consideracions de Cantor®™ (Ein Beitrag sur Mannigfaltiokeitslehre,

1878), 1 usa si més no Frege (Die Grundlagep der Arithmetilk, 1884)

*“8.Frege, Die Grundlagen der Arithmetik, pag.59; cf.tambe per
exemple Dedekind, Was sind und was <o n_die Zahlen?, pags.335-
Sib, que avalua aixdi mateix i"aritmética, 1'&loebra i 1'analisi com
A parts de la légica.

121 circumlogui es deu &l fet que Cantor identifica
Ypotencia®» d'un conjunt i nombre cardinal , perd no confon unes tals
eldpressions ambk la de «conjunt® o, com  tambe usa, ambh la
d’¢equivaléncia de conjuntsy, cf. Ein Beitrag N o

Mapnigfaltigkeitslekhre, pag.11i9y {ibher unendliche lineare
Punktmannigfalfiokeiten, pags.141,151, i tot el paragrat primer de

les Beitrage zur Regrindung der transfiniten Mengenlehre.
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—= Dedekind (Was sind und was sollen die Jfahlen, 1888) omprén més

aviat un cami propi®® -—, s generalitza amb Whitehead i Russell
(Principia Mathematica, 191¢) i 1la segueixen légics com Duineg
(Mathematical lggic, 194¢), matematics com el col.lectiy Eourbaki
(Théorie des ensembles), etc. Fero prenguem mes aviat 1 nombre a
partir de 1’'equivaléncia de classes {(Frege) o d'una classe de
classes {(els Pringipia i tots els seus seguidors), afer segurament
obviable®™, posaltres no seguirem, geéiem, aquest cami.

cPer que doncs tenir algun moetiu de desconfianca d'una tal
‘definicid de nombre? Fel cap baix el lector podria recorrer a
diversos expedients (i agafant sempire Com a moadel la wunitat}s: (1)
V'artificiositat del recurs seria potser una objeccid seriosas
narmalment no creiem gue una cosa sigui wna per 1l eguivaléencia amb

_+ De vegades es posen en connexic els treballs de Frege i de
Dedekind, perd sembla que es fa amb un cert equivac: si 1 autor

afirma gue «tots elg gistemes infinits simples =60 semblants a la

serie nuperica M i_per conseglent ftambé ho sdn els uns als altresh
{ibidem, pag-374; Dedekind treballa cabdalment amts

correspondencies, Abbildungen), per a ell el nombra aritmétic per
excel.léncia (=11 1 ardinal gque “«en cansideracio o’ aguest

alliberament dels elements de tot altre contingut (abtraccio) els
nombres es poden esmentar amb tota justicia com una creacid lliuwe

de 1l 'esperit humar (pag.360), mentre gue la presentacico del
cardinal (cf.pag.387) sembla prou Fluixa. (Fer a la importancia de
l'escrit tant en 1la investigacid de principis com en la tenria
axiomadtica de cenjunts cf.la nota de Nogther, pags.390-391).

*[_amentabliement aqui hem de simplificar al maxim: fet i fet,
per exemple, la definicid de nombre de Frege passa per les seves
nocions sobre concepte i objecte; transcriguem—ia a tall de mostrats

L expressio
Y¥el concepte F és numéricament igual al concepte G»

tingui el mateis significat gue l ' edpressid

$Hi ha una refersnci Qe coording univogament per les

dues bandes #ls objecres qua cavlen sota el concgpte F amb els
ebjectes que cauen sota Gu.
Repeteixg:

El nombre (Anzahl) que correspon al concepte F és 1 extensio
del congepte &numéricament igual a) concepte Fu
i _afegeixo:

¥, _&s un nombrer :
fingui el mateix significat que l expressit

“Hi ba un concepte tal que n és el mombre que li correspon®

Fer tant s'na aclarit el concepte de nombre, apsrentment, si. per
mitid de =i mateix, perd no obstant sense Talta, pergud s°ha

aclarit ja «2l nombre gue correspon_al concepte Fu»», Die Grumdlagen
der Arithmetik, pags.l105-1i06 (recomanem al lecter que N es perdi
1"escriptura conceptual d’aquestes expressions a les Grundagesetre
dor Arithmetik I, §{54~42).
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una altra cosa o pel fet d'entrar en una classe de classes d un
anic element:; @ equivaléncia d'una cosa amb una altra o el fet
d'entrar en aguells classe seria una condicid suficient pergue el
discurs pogués explicitar unitats, perd ro una condicid necessaria,
(2) Un lector més conspicu afegiria gue 1 expressio dtots els
conjunts que 1li =é6n equivalents®» o duna classe de classesy
aparenta, sembla, que les nostres generalitrzacions tenen un abast
intel.lectual considerable, guan aixd podria ser posat en glestia.
(3} Perd un argument cabdal gque faria dubtar gue =1 nombre fos una
classe de classes estariz potser en el fet que, no diferenciant—se
la classe-nombre de les classes que abasta, ‘classe unitat’ seria
un nom g’ igual ts que "A,B°, si ‘A’ fos 1’'unic membre d una classe
i "B’ l17dnic membre d'uma altra classe i prenent sols aguestes
dues: ara, la circumscripcid de membres i de classes és la =seva
individuwacid, i podria creure’'s aque els termes ‘individu® i
‘unitat’ son sindnims o gairebé®™. D agui gue si el nombre fos la
relacid biunivoca entre els membres de conjunts tampor ne semblaria
que hi pogues haver relacio sense individuacié dels termes, on el
mot “individuacid® tindria com a germa el d°'unitat. S'objectaria
doncs que la nocid d'un conjunt o d'una classe ja &5 la resultant
d'un treball analitic i sintétic (en una accepcid lava dels mats)
que, entre d'altres coses, ja ha destriat alle que anomenarem 'la
upitat’ o ‘les unitats’ -~ per més gue no usi uns tals mots: en
d'altres paraules: la circumstinciz de no usar el mot ‘unitat” (per
exemple) no llevaria els fets légics en el reconeixement o' un
conjunt o d'una classe; en efecte 1l 'avaluacio d'una definicid no
28 faria al marge d‘una avaluacié dels llenguatges, i podria
semblar que agui s°hi hauria escollit un cami desbrossat a
17engros; i per aixd ja s hauria suposat alld gque em principi se
circumscriuria amb la definicio.

Caldr& bhaver esbossat aixi mateix les relacicns entre
1'aritmética i la geometria o, millor, entre els nombres i les
entitats de quée s’'ocupa la segona disciplina; en una primera
accepcio aquelles relacions haurien estat la conseqiéncia dels
punts de mira adoptats en les reflexions anteriors, perd alhora el
passible apriorisme hauria pogut minvar una mica, O si més no
hauria permes una certa autocritica de les prépies positions, en
la mesura que haguéssim intentat de ressequir histaricament i en
els origens 1'4s dels nombres en els afers geom@trics. En efecte
la natura dels contactes entre les dues disciplines matematiques

MMEn aguesta accepcid la consulta a 1°obra d'Aristotil {(per
exenple Metafisica X, 1 1052 a =5.) 0 a la de Tomas d’Agquino (per
exemple Humma theolodise 1 g.li a.lc i a.2c) seria sequrament
alligonadora.
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esdevindria rellevant des del punt de mira de la préopia matematica
pel fet gue sembla ser un camp privilegigt per a observar en detall
i en la mateixa cosa el seu capteniment respecte de l'experiéncia,
i permetria d'entrellucar algun criteri per a avaluar si la
matematica és un llenguatge per a la ciéncis i com n'és Wha part
messs .,

Perd deixem—ho estar: el present treball vol circumscriure’s
a exemplificar el gue hauris de ser un dels atanys de 1 exerecici
tracional anomenat filesofia; ni vol tractar de descabdellar, en
1"accepclid més estreta de 1'expressiod, les disciplines matematiques
i intenta wn mer estudi de 1lur histdria, sind gue cerca
cabdalment un especific ambit racional (potser el d’'una ciéncia
primeral) i per aixd tambe esbossa algun moment histéric. Des de
tots els punts de mira es tracta més aviat d- oferir un programa,
potser millor un estil, gue es mostra a través de 1’ avene en una
Passa 1 que 2n la mesura gue cerca d’acomplir una racionalitat
" forma part de la filospfia. '



PART _ PRIMERA

Potes metodblégigues
a ' entorn del llenguatge

. L.7ds d'una llengua en les comunicacions fa considerar el sou
paper logic i 1'establiment, guan sigul possible, de 1 accepcid de
las paraules: n'#s un cas @]l mateix mot ' ldgica’, i per aius
comengarem per precisar el vocabulari elementals: ia dificultat de
la seccid exemplifica que ens plaw més aviat la riguesa de
regietras lingiliistics Fins i tot AR ni g3 imbricscid
significativa, al capdavall un fet ben snteredor des del punt de
mira de les nostres habituacions. Indicsrem doncs els usos del
lienguatge 1 d=2l =eu pensanent, ambh la gual coss entrarem on
contacte ambh els sistemes de la lopnice formal. Finalment caldra
afrontar d’'una manera moit meés directa la possibilitat lagica 4 una

generalitracicd 1 I'estudi del sew absst, un fet de maltiples
FEQEFCUE&lDﬁ:ﬂG}aHt? grn @l camp de la lédgica simbolica com ded
b Q»l‘ﬂ“

pensament en %aaL%m&.

Ex tracta d'uns cella de punts metodoligics mrou rellevants
quey E en interés tant prasos individualment com en liur resultant
C“‘g”‘ » No sempre arribarem, €3 cert, & totes les consegiéncies

de les conclusiens parcials, perd és5 possible gue ha&agim reeivit a
spuntar-ne aquelles imprescindibles per & la comprensid de la
segond part del trebsil.
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N
LOGICA 1 LLENGUATEE
L]

Eomengarem 1 estudi amb algunes Lndlraclmns de la moaturalesa
de ls lagica i de i'us del llenguatge en la Sate que tota exposicid
a un altre individu no pot estar-se dels mitians formals alhora gue
qualseval cansidaracid per a un mateiy conté algun esstat de cosss.
Som en el comengament i ®ls inicis han de s2r, sembla, apunts
slementals.

Lo

f1. dota preliminar.

Tractanti~se d’ un comencament sembla que caldris assumir tantes
poques coses con siqul poszible 1 gue haurdes d indizar per gus
convé o adostre precisament aguests minims 1 O on prove ous =2is
hagim acceptat. Ho 2sbossarem amb ung punts gue scls valen =mar
orientadors per al lector, tot wusarnt el llenguatae d una manera
desimboitay '

{1} S'observard gue 2'hi segumix 1’€Espﬁrit¥ positivists =2n
L"accepcio que “tenim? alld que veiem, toguem, SEntim, elic., 1 gue
gualsevol altra entitat neceszits com a3 minim wuna Ju5t1f1C“'i$ &g
bee a partir de 2SR5 mes 0 menys admesss; agui caldria qus =
lector foz radical: car per =2xemple gualssevol dﬁaaurn sobyre 1o
meciacions zeclals, lingidistigques 1, on coojunt,
8 de vegades bashtant dogmiticues en els cercle 5
zentll gue praszupcsen wy discurs implicit zobre sls
c, tom dirdes des dels npeostres pressupasits, ngue lgs d
B aganbolen: admetl’ s doncs gus res noe | &5 his = }
economic, limgllistic, eto., més gue per wun estudi de la hiztoris,

i std

»
g2 la ssxualiitat, de la rezlacid scordmica o del fet lingilistic,
etc., i gue gualssvel entrads d un afer dde pesh bauris de peaza
el lilibre diadnissions a partir d uns oinims,

T e
=1 lss ;
visler o
{peEr park:
Justificac
Filbuct
analitza k
1 anaiizl com una achivitat
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Ferd £] positivisme metodoldgic que persaguim evita més aviat
1"encarcarament mztodoldgic: no pressuposza pas gué podeom krobar i
que o, prrecisament pergué bandeja lapriorisme; la constancia del
pasitivisme no haturis d'ismplicar, zembla, ia uniformitat del ceu
continguit: el positivisme és, com diem, un “espsrity gque anima la
meiondologia, i aguesta, en conjunt, se les ha d’ haver «amb ! afer
tal gualyr. Aixd implica gue no hi ha previsid de les dificultats
amb gu@ podgem topar ni dele retocs nocionals gque la marxa
discursiva fard necessaris; es tracta d'un fet de cap a cap
rellevant perguée abliga a8 constants revisions dels nostres ectudic
i precigament per mor d'un positivisme basic: gualsevol pensador
convindra gue les seus Drogreszos  sdn una  funcid dels ceus
fracassos en gls varis asnesctes del sabar. '

(2} Les precawcions linglistigues qgue trobard =1 lector al
ilarg de 1 '@scrit provenen d haver-nes pres sariosament lzs lligons
~de les filosofies analitigues i fins i tot les cancepeions

lingiistigques defensades, par exempls, pel conductisms, s=zqgurament
prou més extremnes. Car 1 admiszid o & rebuig d una tewsi no cenbla
que s hagl de decidir per les propies creences o convicoions al
marge dun @studi oritic: no neguem pas gue 1 assalg de superar los
progies conductes lingliidstiques suposi uns esfargos SNorneEsE . peEro
ainG es dea a1 fet gque =) didleg amb les diverses concencicns
filoeofiques i psicoldgigues demana wna revisia 2 fons dels GBEQsis
plantejanents o, sn un altre cas, 1 assumpoid sense '
rou pensament, 23 &5 dir, urgeisr uns alterac)
conducta tant lingldistigues com no lingliistigues,
gue 2ls homes tendim a una certs dinstal.laciasn comportamental,
gquan agussta téd bons resultats sococials.

e
i

Com & minim 1 llenguatge zsrveis tam per A comunicar an
ordre no linmglistic en ia ﬁgé%“que hi ha la defensa d un gualsewsi
estatut  lingldistic o la seva mostracid: perd nosaltres oo
mantindrem una tesi general schre iz fupcid del llenguatge pergud
aniria contra 1 assumpcid duna certa positivitat i de fet sembla
nuE 1 uees duns mansra prouw diversa., Méz aviat tendim s respectar
els usos dels llangustges gueotidianz i a geEmerLar~los ank la
mat@ixa llibertat de cada dia, malarat gue no zembla i mag
admaire assumphes inportanis s@nse una discussio Ry i

; .
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cdievaennisgs patentsy d ozlguna maners zembla ous no oo oosailis avul

dia ap filosofla gque no comencl <ensenvant a parlare.,

una critica & lez poplcions
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‘replacid economica’ ., “histéria’, etc. Pergué no es tracta pas de
negar 1°us polisgmic d'un mot (o d'uns mots). Sino gue no ens hagim
apercebut {i anotat en el nostre llibre d’admissions} que estudiem
afers plurals i varis. En pogues paraules: la superacid d'algunes
posicions de la fileosafia del llenguatge no es fa per defecte, sind
per sxeds.

{3) FPerd tampoc no es trobard agqui gue els nostres inicis
comencin amb una andlisi de la constitucis de les coses per mitia
¢'un escorcollament intencional, ho pas aixi mateix per motius
aprioristics, sind més aviat perquée cr2iem gue no podem fer treba-
llar les nostres capacitats intel.lectuals sense un previ cop d'ull
de l@s nostres activitate cognoscitives {analisi, sintesi, atc.)
i aixd al marge ara del contingut gue ¢ hi copsa.

Val la pena de fer gbzervar un aspecte gque, potser de tan
chvi, nRo = accentua prou: eles afanys tedrics dels  homes
descabdellant la génesi i 1 aprenentatge del nostre coneixement 1,
en conjunt, dels nostres actes, sxplicant doncs com és possible que
percebem tal i com ho fem, o que actuem aixi o aiwxd, hom ha tendit
d'una manera implicita a crewe’ s gue alle sxplicat es deriwava
dels corresponents génesis 4 aprenentatges, a través dun
interessant quid pro quo. Car sembla gue &5 més aviat dag d= las

explicacit genética, perd gue la mera suna de les nostres troballes
e Cap cas %és® la nostra percepcio o @l corvesponent acte. &N 0as
cantrari 1°4#s» impliicaria uma usurpacid de papers gue caldris
justificar.

En aquest sentit nosalitres no partirem pas de 1 anrigrisms ogue
1l explicacit sigui més rellevant gue lexplicat i, =n genersl. gue
un qualsevol moment no valgui d una manera absoluta, €8 & dir, gus
na intormi de guelcom que cap altre moment no poht informar. Es
tracta dun afer fonamentalment derivat del nostre esperit
positivista, 1 guz barira &1 paz a3 qgqualszevol reducciconisme d=
1'analitzat a laz troballes d'una anAalisi o de la resulitant a less
génezis i als aprenentatges corresponents; 1 ainf, ragatimuhm{al
marge del contingut de les analisis 1 dels processos.

Fer tamnt eels nostres inicis no pressubosen Pranadlisi
intenciornal dels momernts o &) ssu aprenentos en 1 accspold gus
aguerlla anilizi o sguell estudi ja wan wvalent d'una maners
absaluta, Stn una activitat {1 digreassid) t=drica ssnss
sz d'alitres sestuciis, i ara ens cal mgs avial prose
aperaclicons intel.lactealz; perd tampoc ma lagitis
aualsevol andlisi  intencional o la génesi  ds
actuacions, car caldrd en cads cas gque s avalin ad
amix una orientacid positiva,

{4y Craiem que iz noe%tra insisténcia =2n 2] caracter absoloxn
de la determinacid recull aixid mateix alguna cozsa de las tesis

existencizalistes en la edem gue fa =1 moment {si volsu:  una
AR o Yea .
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saqldncia ¢ una esdeveniment gue determinag} irreductible a d altres
moments, 1 alhora gue tot el contingut légic —— l'esxistsnciz tal
gual ~—- sigui sols alld gue abraca €] moment. &5 possible 2n sfecte
gue 1 aporiacic cabdai de ) 'existencialisme hagi estat que res no
pot explicar (genuinament) alld amb qué expliguem i que =1 limit
da la realitat estigui &n la propia actuacid de 1 home: s hauria
accentuat 1’ absolutesa 1 1 originalitat del gue es trsoba. D alira
banda val la pena d-° aﬁaenyﬂlﬁr igualment gue la distincie entre
objecte i subjecte (en WE EPE3S sacte gue coneix) ne &= pas, en
nosalires, un punt de partida pels motivs apurntats dalt en referir—
nos a la intencionalitat, ]
—] Tm 1’-:1:‘

damedd N prejutgem cap tesi irracionalista: el nostre esperit
paositiuv ens encamina més aviat a resoldres ols aisteris en sls seus
elemagnts logics, 1 confessem ocbertament gue I sstudi de prou
irracionalismes contemporanis han esperonat d alld més =1 nostre
radicalisme metodolagic en la %&ﬂg“que estava en glestid, no ia
-Ta valoracid scbre els objectes, sind fins i tot el zentit de la
propia activitat gue els estudiava, per exesmple com un reflex de
condicisng zmocials 1 historiques, d'una voluntat de poder o d'un
esmnerg sublimat. Agui, com arreu, no n'hi havia prouw & fer rendscis
d'unes tals posicions a través d'una descresnga menystanidora o &
assunir—1es d’ una manera arrauxada. £ mes ens ha semblat que calis
entendre pel cap baix els motius (ldégiscs) per a, aguelles
valaracions, i convenim que tot zaixd &= impossible ééggéé%ﬁre amb
urr cert detall sense una expressa rendncia de guasi totese les
preconcepciohs

(%} S obzervara gque usem saots de 1a tradicjé filozofics
raclonalizta i ildealista a 1l hora de franscriure per osorit lss
nostres nocions elementals: el caradcter abzolut d'un guaisav
mezmEn T semblava gue feia atil les parauls ‘momant’ i
“deterpginacid’ {0 el mateix mot “abzolut ), tant amh 1l esperanca
que ajudessin a captar ' atencid del lector per a la singularitat
del fet, com per la circumstancia que no prejutjaven per = 2 un
contingut lagic, per poca bens veluntat gue =23 tinguds, cosas GhieE
permetiria a 1'asutor 1 &l lector de referir-ilos a un contingut,

D'altra banda no hem trobat motiug sericosos per a difersnciar
1'us del ot “reflexicd’ delz usos dals altres dos mots anteriorm:
=@ns dubte 25 tracta 4 un met gue pertany 3 totes les tradicisns
filosdfigues, que hauriem donces d acceptsr nerd Hlhora ans ha

zamblat mes 0Lil la seva gerersiiftzacid per a knL. activitat humana

per tal dladiectivar-la d'acord amb el tarannd dg cada acte; els
metius rofunds g7 alxd menaria segurament molt llunv: basti Ffer
notar gqua la divisid de les activitais humanes en teoratigues i
practigques {1 si vmleu oroductives) no $5 tan mitida com sembla i

)

4

gua ez fa dificl de capir gue el pss d'un moment teGric a un de
prrdotic ne pugul mer2izer el nom de reflexid. fixd, @8 clar, no vol
pas substituilr els usos quotidisns del mot Creflesid’  (gno 21
moigstis: 2sta reflexionant» ), sing gue reclamem 1°de s=avi del mob



també par als mastrss propdsits i en atencid als wsos gque n' han fst
gla fildzofz.

Ens sembla aixi mateix que. els mots ‘relacid’ ; “identitat .
‘diferéncia’, ‘igualtat’, ‘analisi’ i “sintesi’ perbtanven a prou
tradicions filosefingues, 1 gque 1'ds gue en fom nosaltres serd
estrany al lector, malgrat 2ls nostres ezforgos per a ensenyar—~1li
com he fem: el problema neix dela nostres supdsits anteriors 1 gue
@l lector assajarad mé aviat de projectar-hi preconcepcions, quan
d’alguna manera esztd en glestid agqudi gualzszevol pressupbsits. En
afirmar ogues

A .
s diferent del blanc del paper nomss volem camproavar in siktu gue
diferenciem 1A 1 el blanc del paper, cosa gue fins i tot podem for
en silenci: no hi ha res amagat, no preterem ni saber gue A &5 una

v Fl

Iletra que s anomena 'a’ (per a la difersncias servivrien dues coses
v Biferents qualssevol) ni hi ha cap voluntat & ensenvar & dir “a°
o ‘blanc de paper’; no cal gque =1 lector admeti que Xeuisteix
guelcom qgue s anomena...®, sind simplement gue assumeixi  ia
diferéncia de la manara maﬁ ingénua possible. Tot aixd valdria per
a 1'ds de tots aguells e,

g5 ciar gQue aviat s’ ofersixen problemes grsus, per avemple s1
liigam entre relacid i identitat, i @] f3t gue nosaltres et uns
ancapcic primera no distingim entre 17'una 1 1'alitra. 8ivd serd un
considerable escandol, guan si m@s no podria ser tingut guelcom
tan antic com la wmateixa filosofia i quan més aviath s@rias
sorprensnt que, pel cap balx en alguna de lez seves aceoapoions, la
relacida no fos identitat: afegirem doncs alguna nota en el text gua
gEtlarainil 1 acoepoid exacta d un tal feif.

A m@s parlarem tot sovint de sdada légicar, de %pogiciar, do
“donacidr, etc., dequt precisament &l caracter abzolut dels
momeEntsi agui no hi ha pas intulicid si amb aixd es creu gus hi ha
algu gue intuelx, la intuwicid i la coza intuida, sind 21 ooment =0
parsona. Ferc l'estimaecid gue la ldgica sigui tambe aixd no es
derivaria d'un prejudici estupid, sind de ls certesa gue Sc
mpertant: no a#s tracta doncs de rebutiar la legica lingdisztica
{antenguem ara aixs de la manegra gue vulgueml,., sSing de valorsar cada
moment ool gue gs: 1 cada moment val 9 una manera abasolubka,

{&) Per tamt s nostra metodologia no va contra cap pensador
en conarat ni contra cap escoela e particular: npo b Kensmicsa,
sing que més aviat fa rendncia de certes passes inicials 4 alguns
autors, recula &n 2ls glanteiaments justement per & assumir, L pel
cap balx entendre, les plirals i dispars teszis de la filozofia
contenporinia, amb el convencimsnt gue gy deutora er al sau
planteig. CDrelsemn gque a les acaballss del segle X cal superar
Algunzs pautes metodoldgigques vigents encara avui dia, perd superar
no es pas ablidar. sind  assumir  1lur  problematica 1 fer-i.
compriansiva des dunes altres posicionzs. Passem dorc

mataElaar,
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5 2. Ladetarminacid {la yreflexi

1. Tenim gque
A

#u diferent del blanc del paper — la diferézneia éz relacid,
identitat ~— i la mateisa diferencia é= la que troba s2lzs taromes de
la relacis, mentre els relaciona.

Ferd determing
f

com & mara “A, aixd &3 com la determinacid abstracta d° & @ el
moment abstracte &s aguell en el gual simplement no s detormins
una relacio.

¢ La relacid entre "A&° i =1 blanc del paper no s troba ni en
1abstracte "4° ni en 1l abstracte blanc del paper: nerd s ha de
cercar en AT 1 el blanc del paper: dism sixd Qlitim afiraant gua
la relacid o identit 28 codelerminag amb A7 1 21 blanc d=l paper.
I també: =ls termes que estan codeterminats en la relscid sdn una
dada légica an 1 accepcid gue la relacid determinsg justamsnt
termes. '

Fem notar 1'Us &0 principi indistint de les formes ralacicd’
i fidentitat’;, 1'ds especific de isz guals cal trobar-lo o=n
1"aprenentatge de les Formes™, D aler banda  la relacld =zs

e obvi gue 1 gz de foarmales del tall {EAPER.
ete.}’ o "la identitat (d'un pchkls, ste.)’ del ilenguatoge guoatidid
No MESSURCSEN pas neceszariament cap relacid i ogue wn pEnssdor
poadiria ssmergar ‘la ddentitat o'una taula’ par & amquntuﬂ la

individuacio de 1z teulas avancen doncs gue els uscs lin

dal llenguatge guotidid valsn d una maner abseluha; perd pee

gquE exposarem tot seguit reservem el mot Cidentitat’ o acord
- = tres czos del mgt sals semblen

al e s fet L fet =ls sl
W vainr emfétic, gque repla el reconeixement d uns cosa, albe
Rs Lrﬂ"ta d una relacid,
Itres uzesm doncs " la fﬂww“‘ 2 o
ﬁunr&&Lat d'f amb 2lia mataixa el oo

oA SEFLET \_\'.'.si"'.‘!.s:'ﬁ 1a

Tid; pord la rel

igualtat, paral.lels, per swemple,
o sntra A i R,
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determina tant des d'un dels termes com des dels dos alhora,
A_l si mateida no eesta ni o en 21 primer terme ni o en @2l ERG {cf,
t amires § 13, i les-dificilment superables paraulses de Schr ﬁer a les

Vorlesungen tbher die ﬁlnﬁbra der Logik 1, pags.l9-21).

Fet i fet no sembls pas gue el meot "identitst’ opuoul ser dae
cap altra utilitat en lhqici; per aixnh es versamblant {(deixant arsa
@ls usns gquotidians, gque valen d una manera abeslouias) gue en 1dgica
2is usos linglistics diversos entre “relacid’ 1 “identitat’
pravinguin de 1’ entenedora circumstancia gue hagl estat la igualtat
d’'A ambh ella mateixa la que hagi tendit a acaparar =1 mot
Tidentitat’ pergue nosaltres no tenin manera decscorcollar una
relacid, d'analitzar—-hi ®on acaba la independéncizsz d un terme 1 on
congnga la seva relacid amb un alire terme®, i per tant &g groug
comode de circumscriur=2 la identitat 3 la igualtat d'8 amb mlla
mateiva on la relacid es conjugs ank Ia indiferéncia deis terpes.

Es nossible doncs qQue basti afirmar gque la relacid no estd ni

@n wn terme ni o gn 1'altre de les relacions entro &8 1 &8, entre & i
E i de & amb ella mateige. perd 190z del mot “identitat” ogs
rellevant no pas per la igualtat sind perogue hi bha relacic, no pas

pergue sigul aguestas relacid 477 amb 81 matsiva {(la igualtat és =
gualsevol cas una donacid ldgica) sind peroud indica gue “relacid
i Tidentitat’ =san d'ds intercanviable ot 1 que hagi rat la
identitat d'f la relacid que bagl acaparat n ldgica @)l wmcoh, sfer
del tot entenador.

Fio ha d haver-hi doncs cap escandol pel fef de dir sus la
idenptitat és reliacld o gue 1 relacid és identitat: la diversitat
d'usas lingldstics en fdgica séan méds aviat especisliitzacions
partir d'un fet primari, 1 per aixd hem de reclamar 170s primer
indistint dels wolts “identitat” i "relacid’.

Pa leﬂl" m'ne duses netes marginalis: (1) Hom peodriaz ewsbar

- 3
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temptat tambe o seguir un tal procsdimsnts: qua tot s2ild gue no
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Obhservem que B2ntra

‘relacia’
‘“tarmes de Iz relacid’ fa
‘determinacid’ :

‘determinacid a8
apstracta d°'8°°
L]
i ha una relacid entre los formes de la Ilengua i
A
&

s

Moti's que abans de debterminar la relacid amb les formes de
1z llengua, la determinacisd no relacisrava {no determirava aiunil
les formes amb alld no formal (i.e. 2] blanc del Fageir: "R, "A");

‘determinava  cabdalment la relacid entre ei blane A &
determinavs "4,

La relacid amb lzs formes do ls llenmgus ro ontrs doncs =2n ia

determinacis d'una relacid o d'us soment no foymals, finz i tath

admetent que le%_*nrme binguir part en l2g detersinasions —— no
gn la relacid,"no formalg s A z

determinacions —— 1 sue per tant ss pugul detbterminas una nova
ralacis,.

et omaed e lon

sy -

wpremm— o anh Formees

Finaimernt, @l o Fes vl ha
lingdistiques, pobt determinar en silenei®,

FL1 fet gque guasi snprem amb 21 ma Mg
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Z. Uuan considerem aiud

diem gue hi ha una ratlla, gue hi hx una cosa blanca i tambed, =i
volet, gque hi ha unae relacid entre la ratlla i el blane dal paper
codetarrinads en =21s dos termes abstractes,

g5 indubtable que el nostre reccn81 ment de les cos2s (uUns
ratlila, una cosa blanca) sadeve pri atlcamen* adtomstic, avtomatisme
gue ramet vercemblantment & condicions ¢ aprenentatge; copsem un
segment per un simple cop d'ull i é3 prou dificil d accepiar aue
hi bhagi agui un estudi detallat i escorcollador; perda el lector
acordara facilment gue cal admetre un nou moment relleavant pal fet
gue bom pot creure que hi ha wna ratlia o que hi ha guelcom blanc
2 gue hi ha una extensid g gue hi ha un paper, stc. (resgocte de
Aa possibilitat gue wun tal moment sigui un afer del coz, of. mes
avall 5 I%); en d'altres paravles: la determinacid depén també
d'21ld que ='agafa {(i.e. de gquani s copsa)l de 1 abast de la
determinacid i anomenemn “sintasi’ a una tal agafada logica.

Per contrast amb la sintesi la reflexid qus considera parts

d aguell tot per simple reflexid sobre seu o de les seves rolacions
%' anoaena “meamen analitic’, i l'aﬂéliai sari qualsasval

determinacid a partir d’'una sintesi.

aviatbt gue la identitst és relscid.

Alinors el Yot diesmergar wn matelx predicat per a dugs coses
diverzses =ns faria adoptar tambd qus la idaentitat & relacid,
altrament forcaria una identital Fora do la relacio soe L ob. 5
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‘3 Dels usos varis de l1a llenaua.
]
15 mes mo

Ens ocupem de la 1lengualquan diferenciem els noms, les
paraules, etc., i els termes no lingdistics, etc., © guan

considerem =ols les frases i llurs 11igam&;.i-e#ee%uan:_unaa_ta;s

it . 1&ai ST que fent e tractom afsores no
linglistice no ens pcu ; i i i .

t‘ﬁF&] Fero les consideracions lingliistiques comporten un gran nombre
de sorpreses: som capagos de vegades de relacionar guelcom no
linglistic i un element lingliistic (parlem de sentit ostensiu dels
mots)s “1'home’ és una forma, perd es relaciona amb un individu,
i 'l'heme’ es relaciona amb un segon individui llavors "1’ home”
determina 1° 1nd1v16u-—#4m;4hL&Eﬁhﬁﬁ#&ﬁﬂté—+*ﬁgu*s%&ea Ara be, no
sembla pas que 1l ostensivitat sigui el tret mé&s genui de 1a

= 1llengua; fins i tot quan es vol fer ostensiu uwi mot com ‘la
societat’ tenim greus problemes: sequrament podria determinar una
sintesi imprecisa, encara que no ens oreiem que la mera
superposicio d’individus faci una societat; 1l ostensivitat de ‘bon
dia!’ no mostra sempre la classe de dia gue tenim i en les
exclamacions hi trobem formalitats que caldria relacionar amb el
cos 1 les seves passions varies, =tc,

l.a relectura d’ aguestes pogues linies certifica gque no ki ha
ostensivitalt per a cadascuna de les paraules: un ‘de’, un "que’,
Wwn “hi hay un ‘certifica’, no tenen ostensivitat, o fing i tot no
tenen una ostensivitat particular quan 1 estudiem aplegadament amb
d'altres paraules. Encara més: no tenim pas consciéncia d’ anar
imaginant o resseguint la naturalesa guan escrivim i guan
dialoguem. D’'aqui que hi hagi un problema greu: com usem el
llenguatge guotidianament?

Doncs sense ostensivitat, aixd és, com a registre que té. si
voleu, el seu propi contingut logic (linglistic): quan afirmem gue
l1'home és un ésser expressiu o gue té llenguatge aixd no comporta
que hi hagi una representaciod continuada en 1 expressid o en el
llenguatge, sind gue les formes tenen la seva propia Uvirktut», gue
=Te ] és atil e els nostres dialegs solitaris, en la
intercomunicacid i quan escrivim. Perd ia virtut i el pensament de
les parauvles han estat aprescs: en part hem apreés des de
1'ostensivitat 17us de mots com ‘zebra'i ‘girafa’, i en part o hi
ha hagut mai wna ostensivitat especifica per a paraules com ‘de’
o ‘gue’; hem aprés des de 1 'ostensivitat el domini. ne ja de
paraunles, sinod de frases i hem aprés com anar relligant les frases.
Ferdo en conjunt 1'uds del llenguatdyge no és ostensiv fins i tot
malarat 1" aprenentatge, e més que hi ha un context
EKtFallngULSth com sigui gue parlem enmig d un abast ldgic: en dir

"bon dial!’ guan ens creuem amb algd hi ha quelecom no lingilistic que
demana aguella formalitat, i en les nostres converses hi ha una
relacid 4’ nomes.
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El llenguatge t& la seva préapia virtut i pernsament: té sentit
o significacio; expressem, diem coses, etc. Més endavant ( (f 27~
28;32-33) ens ocuparem si hi ha una representacico genarica per als
mots gue poden rebre ostensivitat; diguem ara que np hi ha cap
necessitat de creure gue el pensament de les paraules praovingui
d'enllioc més que de la circumstancia d'haver aprés el seu s, aids
&%, la virtut de les paraules és la de llur formalitat, i alhora
la d'un element de conformitat de tipus comportamental: és un fet
1'admissid d'una frase com a frase catalana o com wna frase amb
Brrors gramaticals, perd també hi ha 1 admissid de 1 escaienca de
la frase en el context, i per aixé trobem adgqui un factor po
merament farmal.

Guan parlem 0 escrivim potser ara i adés cerquem astensivitat
per a allo gue diem, perd és seguwr que parlem i escrivim prou al
marge de gqualsevol ostensivitat ad _hge. El «misteri» de 1 expressit
és, an definitiva, el misteri del nostre cos, gue ens forneix de
" mots carregats operativament de tal manera gue el llenguatge esdeve
un cadi que en conjunt No té traduccid ostensiva, que no sdn claus
a traduir, sind gue ell mateix és la regla. Un codi oue serveix
A&ixi en el didleg i un codi gue, de fet, usem particularment. Oue
1"home sigui esxspressiu és wn fet, i perque ho és diem gue
1'expressid estd al servel de les necessitats Pumanes; ens
expressem I som bipedes: tant un fet com 1 altre no tradueixen res.

Gué determinem doncs guan parlem? Sens dubte no es pot dir
8 prigri: si el llenguate & la seva propia virtut (el seu propi
contingut légic) -—- i en agquest cas es tracta d'una formalitat
prenys —— i alhora és gquelcom gue dominem com dominem el moviment
de le=z cames, les sitwacions poden ser miltiples i variades: bom
pat pensar Ganicament en la virtut de les paraules i llavors esta
fent un estudi Fonamentalment linglisticy; perd en el cas CpULes
estigul estudiant 1 altre mentre li paria, talment com 1 estudia
mentre camina, hi ha un estudi de la realitat de 1 altre; sembla
sensat de creure que nosaltres determinem de vegades la situacid
extralinglistica, ara pensem amb les paraules (i en les paraules),
ara ens representem quelcom ostensiu per a les paraules, etec., i
en cada cas la determinacid ds o simplement real, o linguistica (i
formal) o relacional; fimalment hom pot usar el llenguatge pergue
vel determinar tant com pugui 1l ostemsivitat: en aquest cas
s’intenta de determinar alld gue no és lingliztic tat usant mots,
pero aixéd mai no es fa d’ una manera pura™.

*Rue els usos dels llenguatges s ' avaluen també contextualment
saembla ser quelcom bastant admes. El lector Frecordard, per exemple,
el treball d'Austin a How to do things with words (1962), les idees
de la gual remunten al 1939,

La importancia contextual i ocperativa del llenguatge =28 pot
resseguir en autors de diferent signe. Consideri el lector el
segient text de Wittgenstein: «L expressid «ioc de llenguatgen ha
de subratllar agui que parlar el llenguatoe &s una part g una
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Resumim: mentre en parlar hi ha sempre un contingut lagic
(lingddistic), de fet podem determinar afers no linglistics o el
propi contingut ldogic (linglistic), sense gue sigui possible una
clara discriminacid d'unes tals situacions, i més aviat les
imbriquem; i en tot cas sempre es possible de determinar la llengua
com a mer conjunt de formes.

§3. Codi linquistic i filosofia.

Una certa deria pels afers extralinglistics i per 1 accent de
la diferencia entre el llenguatge I la resta de les cases és la
resnltant dels propis interessos logics, guan ens adoned que
qualsevol pensament lingldistic —-— fins i tot el seu «contingut
logic» ~— es resol en forma i afeccid™, aixd és en gquelcom qug te

activitat o duna forma de vida,
fes—te present, amb aguests exewples, i _amb d'altres, la

multiplicitat dels jocs de 1lenguatge:

Ordenar i actuar seguint les ordreg—-

Rescriure un objecte per 1 aspecte o amidant~1g-——

Fabricar un objiscte sequint una descripcid (dibuin)——
Informar, d’'un esdevenimernt-——

Establir i provar una hiphtesgi-- _

Exposar els resultats ¢ un esperiment amb taules i diagrames—

Inventar una histdrias i Jlledgir-la——
Eer teatreg-—-—
Cantar corrandeg-—-
Endevinar_eniames——
Fer un acudity contar—io——
Solurieonar un exemple de caleuw] aplicat——
Traduir d’una liengua a una altra——
Demanar, agrair, renegar, saludar, pregar,
-~ Es  interessant comparar la multiplicitat de les eines del

llenguatge i de les seves formes g utilitracid, la multiplicitat
delg tipus de paraules i de proposicions, amb alld gue els loagics
han dit sobre 1 estructura del llenguatge (i Lambeé 1 autor del

Tractat 1ogico-filosafic)», Jnvestigacions filosafigques n.25.
P altra banda potser pocs homes ham insistit tant en =1 caracter
operatiu, gestueal (i alhora sigmificatiul, de Ilenguatge, com M.
Merleau—Fonty en els seus diferents trahalle com a la
Fhenonenologie de la perception (194%), & Sur la phenoménologie du
langage (1952), a Le_ langage jindirect et les woix du silerce
{(1992), & La_conscience et 1 acquisition du langage {(publicat el
19464}, etc.

a resultant d’bhaver adguirit wn reperteri lingiistic no és
21 cap cas uwna mera forma (un mer =2p), car estd  assumit
comportamentalment, pero llavers, iquéd conté «rasar al marge ara
de l'ostensivitat i dels afers extralingllistics? Doncs sens dubte
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sols Lesta consisténcia, i per tant en guelcom gue, per oés util
Que ens hagi estat, no sembla que pugui passar com gl paradigma de
la reflexio, de l'activitat. Sens dubte en els usos guotidians del
llenguatge no és sols rellevant el contingut lingiisticy tal gual,
sino que allo rellevant #s el context logic extralinglistic i
lingiiistic, &s a dir, el moment en persona: en les nostres
salutacions, dialegs, ordres, jocs, etc., hi ha una relacie d’ homes
i una cella de coses a fer, i d agwi que, en aguesta direccid, els
afers lingliistics afegeixen la seva consisténcia logica a la
consisténcia extralinglGistica.

Méz aviat la possible competéncia paradigmatica del pensament
linglistic tal gqual provindria dels llenguatges de les ciéncies
fisiques i matemdtiques: ninga no sembla gue pugui posar en dubte
I1lur caracter raciocnal, i el suptsit que usen scovint mera ldgica
linglistica es confirma quan pensem per uns instants (sense
, esbrinar amb més cura 1l'origen de  llur acceptacid) en mots com
‘massa’, ‘electrd, ‘0,53326809 metres’, ‘paral.leles diverses per
un punt a una linia recta’, etc. &s possible doncs gue unes tals
circumstancies Ens inclimin a rebutiar que 1a ldaica
extralinglistica sigui el paradigma de la racionaltitat, i cal
admetre que_de facto #s aixi, Tanmateix la racionalitat discursiva
fisica i matematica no lieva que, en la mesura que fa sols un
discurs linglistic, el seu gontingut légic s'analitri en formes i
afeccions, per tant gue aparegui agui la sospita que un tal domini
lingdistic sigui una resultant, aiud és, que hi ha algun cami logic
(tot 1 que unes passes no substitueixin les altres) gque mena des
de 1l'univers extralinglistic a 1‘univers linglistic, gque fins i tot
2s recrea sobre si mateix, cami que en part no cal resseqguir pergus
s obvi, alhora que 1 domini linglistic palesaria també una
conducta apresa.

Els interessos pels afers extralingldistics també son dencs
interesscs per recuperar una mica alguns camins ldgics, a banda
gue son necessaris a 1 hara de clarificar supdsits i de rebutjar
(o assumir) d'altres punts de vista. Ferd la cidncia no sals és
fisico-matemdtica, i com a minim caldria admetre aixi mateis que
gualsevol discurs racional ordenat pressuposa en els seus arigens
i en una part del seu descabdellament 1°Us d‘un llenguatge
susceptible -~ d'una manera o d’una altra — de certa ostensivitat,

allo gue 1 'estableix com un comportament lingdistic, que no &s mera
forma: el mot ‘afeccie’ (i ‘afecoivoel’ ) wvoal assenvyalar aguest
“plus» de la forma. 1 prenem aguell mot en el sentit d una
alteracia, Cal adonar-se que sigui @ que sigul aguest dplusy és
quelcom del cos, malgrat gque no sembla que Nl hagi cap altre fet
corperal gque se li pugui comparar llevat potser de les afeccions
comportamentals per les quals per eremple «sabem gue podem
prossequir la inspeccid de quelcom», i no cal dir que tot ainxd és
quelcom prou allunyat de les afeccions on l1'accepcids dels afectes
ide les passions.
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Fer tant hi ha wun interés universal pels afers extralinglistics,
Mo pas per a subzstituir 1703 guotidiad (i de la cidncia) dels
registres, sind per a perllongar ordenadament les passes logigues:
"o  pas tampoc per a invalidar alld que mai no pot rebre
ostensivitat, guan aixd tambe forma part de la nostra cigdncia, sins
precisament per a considerar l1'origen de la seva acceptacitd, i les
maneres varies, i irreductibles les unes a les altres, en les quals
quelcom na pot rebre ostensivitat.
L)

Es tracta gue volem descabdellar una branca especifica de 1a
filosofia que no substitueix pas les altres, sind gue mira per 1a
difaeréncia dels afers, els reconeix, i que intenta de comprendre
la diversitat d'estils. I en agquesta accepcid wna tal branca de la
filosofia fa d'enllac entre als assumptes més quotidians i els més

techics,

La necessitat doncs d’orientar-nos a partir de 1 univers
extrallnguxstlc no prove d'un caprici, sing del fet gue és el terra
on és possible de remetre 1°Us linglistic dels origens de totes les
ciéncies, i d'una bona part dels seus descabdellaments, malgrat
fins i tot que meés tard se’'n facin autdnomes i gue @8 recrein per
3i mateiiss.

Fer tant observi‘'s molt curcsament que hi ha un praoblema gue
deirem expressament obert, aixd és, fins a guin punt #s necessari
per & la propia rad 1°us de termes t&cnics gue mai no poden rebre
ostensivitat (i els corresponents discursos), afer gue és
impossible de respondre a priori BEMse Ia correcponent
investigacis. I no amaguem que un tal assumpte ha estat tambe uns
dels motius del present treball.

§s5. Codi_lingiistic i ostensivitat.

En el cas de voler estudiar la realitat no linglistica tot
usant el llenguatge és obvi gue 1 nostre discurs estd a cavall de
la determinacid no linglistica i de la lingilistica, i que ara va
accentuant 1'ostensivitat i la realitat ro linglistica, ara viu
sols de la virtut de les paraules. No hi ha maners de circumscriure
estrictament el valor no lingllistic i el valor linglistic: pel cap
alt podem admetre, per la lectura del que hem fet o per la reflexid
sobre el que hem dit, que s ha fet més un discurs lingiiistic gue
un estudi po lingdistic, perd si usem la llengua ens exposem a
viure la llengua. Per aixd ens plau de vegades, al costat del
discurs, exemplificar ostensivament el nostre cas; per exemple 1 'us
del maot ‘relacid’ per a

A B
justament per a bandejar qualsevol malentés.

Al cap 1 a la fi hom creu que la qlestié es treba a no
confondre la prdpia virtut de les paraules ambp la possible
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ostensivitat que s2’'n pot desprendre. 0 una altira veocada: es tracta
de no circumscriure’'s de cap a cap a la propia virtut de les
paraules en alguns moments de la marxa logica. Fet i fet la
correccida o la incorreccid d'alles que anem dient —— admesa la
correccid linglistica -- passa tambe de vegades per alle gue és
real no linglisticament: quan afirmo que «hi ha una església dalt
de la muntanya del Tibidabo» la representacid de guelcom per a
verificar-la o falsejar—la és up ultim recurs. L estudi del
llenguatge, en qualsevol cas, no és 1l estudi de la resta de la
reslitatz; hom no confon

i cercle

per més que gquotidianament en tenim prou a parlar de cercles sense
. representar—nos-en cap. Hem de respectar la prepietat de 1a
- significacit de les paravles i les frases sense que l'estudi de la
llengua dugui per ss a enlloc més gque a formes i afeccions: d'altira
banda he de respectar que tenint

em surti "carcle’” per a determinar just agquest dibuwix, i gue el mot
‘cercle’ i la seva afeccit es trobinm en la determinacid. perd Nno
com 3 analltzats- i que alhora no hi hagi aguis el mer reglﬁtre. per
tant “cercle" no s ofereix com 1 moment del reconeixement
lingiistic {i.e. de "cercle’, de l'afeccid, del pensament del mer
registre, etc.}. Que degprés parli de cercles fcnm a registre
lingliistic}) és un fet, com ho &5 gue qualzevol discurs es forneis
del pensament de les paraules, del codi lingliistic i
d'ostensivitat, en onades determinatives que oscil.len entre el fet
de ser merament linglistiques o no lingGistiques, com &1 fet de
caminar comporta una certa atencid al propi cos i prou cura de la
resta de la realitat.

Es tracta: en els pitiors dels casos, de saber per a qued es
vol usar el codi linglistic, i la filosofia el vol usar també com
un registre que expressi un ordre no linglistic. &s clar gue
qualsevol determinacié de 1 ordre no linglistic gue es vol plasmar
lingdisticament en rep els efectes, i gue per tant un ilibre de
filosofia conteé si més no prou ordre merament lingiistic, i que es
pot liegir tot ell com un ordre merament lingliistic. Fera al cap
i a la fi ha d'haver—hi una certa connivéncia amb el lectoar, i el
codi linglistic de la filosofia tonté de vegades la insinuacis
d’abandonar &1 llenguatge en profit d'altres coses. Cap paraula de
filosofia pot obligar el lector a abandonar el pensament de paranla
-~ que fins i tot pol commoure’l ~— i usar—la per a d'altres coses:
aixo é@s una tasca personal i intransferible. En aguesta Accepcia,
la millor saviesa és la silenciosa: perd com a homes ens BUOressSen ,
i podem usar agquest codi per a una certa ostensivitat convertible
en mar codi linglistic per al lector, o per a un mateix.
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D’ aqui per axemple la imprecisid de «sentit®, ¢significacid»,
due —— en alguna de les seves accepcions ~~ poden ser registres per
a assumptes de registres, o gue poden ser registres que demanen el
context no linglistic en gué es diuen mots o frases. Semblarmtment
dexpressar»?, «parlarr», «diry, sén registres gque ens esclarim
ostensivament pel fet mateix de proferir mots —— perd tambe els
podem usar tots quan ens ocupem cabdalment de fets no lingliistics.
Hi ha —— hem de confessar-~ho —— una ambiglitat generalitzada guan
usem =1 llenguatge.

La garantia que podem usar el codi lingiistic també com una
eina a 1'hora de 1'estudi d’afers simplement reals (treball mai no
pur) estd doncs en la propia activitat que ho fa: la diferencia
entre ‘A’ i ‘B’ o la difer&ncia entre aguest full i aguell altre
ho exemplifica. Aixé vol dir, és cert, gue 1'4ds gue Ffem del
llenguatge en un cert estudi racicnal estrafa en part els usos
" quotidians de la llengua, perd amb aixe s hi paden introduir algumns
malentesos perque la llengua quotidiana ¢ usa cde miltiples maneres
i llavors es tracta d’accentuar més alguns dels sews uwsos
{d'especialitzar-los); nosaltires hi estrafem la liengua pergue
l"especialitzem, perd un cert grau o' especialitzacis no lleva gue,
en conjunt, wusem prou el llenguatge com a registre i que s’hi
introdueixin aci i alla prou recursos exprassius,

Daltra banda adonem=-nos gue quotidianament mo ens interessen
pas els registres per se {un tal dinterés Ffara wna nova
especialitzacid) sind gue usem elg registres enmig de les relacions
socials o en els nostres didlegs interns amb la certesa que alls
rellevant sempre &5 el moment gue ez viu: la dvida® {permeti—-se’'ns
parlar aixi) és el moment (lagic) sigui gquina =sigui la
presencia/absancia linglistica gue hi hagi: la conversa t& les
seves reflexions (determinacions) respecte de les quals, si el
discurs lingliiistic no hi «tradueiy res»®, tambeé és cert gue hi és
com wh motiv mes entre les coses plurals tot domant coler al
mement: per aixd 1'assaig (perqud no és res més) o usar el
llenguatge com a «traductor i missatger lingldistic» del procés
reflexiuv te forga interés: pergque agui -— si Mmé&s no en imtencid —
— estd en joc el moment (la «vida®), es reclama un Kestil de vilrey
2n la proporcidé que procura de concentrar els usos de la liengua
2n alguns de més Utils en la circumstancis i perqué exigeix un cert
control dels moments.

La wtilitat d'un tal exercici és nul.la en una accepeio:
agquall gue ja estd bé no sembla gue s hi hagi de capficar massaj
pera es Ltil ern la mesura que creiem que i gue ens ensenyen els
altres conté alguns erros i s'intenta de pensar els afers d una
altra manera, cosa gue sequrament np es pot fer a través d'un mer
dizcurs—registre gue val sols aiud fun bom pot ser indubtablement
tfelig fent discurses, pere el lector comprendra -— deixant ara el
llenguatge de la ciéncia gue mai no pot rebre ostensivitat —-— que
fo &3 en la mesura gue no intenta 1°uUs de la liengua com &
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«traductor», sind com a ¢donador de color®); és 0til, també, en la
mesura gue explorem ls momenits reals, que una tal consideracio
esdevé 1a nostra consideracid.

Fer tant els nostres problemes no sdr pas sols el d'estudiar
els diferents usos de la llengua (gue també formen part dels
interessos refiexius) sind el de seguir els moments légics (gue
“traduimi}, i per aixd també ens interessa el llenguatge, gquan hi
entra. Tanmateix els moments logics no s’ acumulen: el llenguatge
que s’'estudia no tracta del 1llenguatge gue 1'estudia (i que
«tradueix» el moment), i aix®d no &s un problema del lienguatge-
traductor sind un problema genéric, com hem dit, de 1'assaig de
comunicar un proces logic (4vitaln); per aixd tambeé els possibles
equivocs dinherents: perqué tot el discurs que estudia un llenguatge
pot tenir-se com a mer registre o com queicom gue incorpora si més
no l'assaig de <«traduir® una situacid real (agqui sobre wun ambit
linglistic); #s a dir, l'estudi del llenguatge és un estudi real
. gque val per ell mateix i en aguesta mesuwra forma part dels nostres
interessos vitals: mentre gue gualsevol Us linguiistic val per se
1'0nic interés d'un estudi lingiliistic rau a considerar aguest ambit
real tal i com ens &= possihble (cf.f 7).

f&. Lrafeccig lingliistica com a element expressiu.

la circumstancia gque un registre es resol en forma i en el
caracter comportamental gue anomenem ‘afeccio’, Ggue de Tet pencen
en{amb) registres, i gue alhora puguem estar ocupats en afers
extralinglistics -— sigui d’ uha manera més o menys ostensiva 0 no -
~s permet ara d'entrellucar aguell as linglistic que pel cap alt .
g0ls pot rebre, quan aixd és possible, una ostensivitat parcial,
i aiud independentment de 1l existéncia d 'un registre técnic incapag
t'una qualseveol ostensivitat («per un punt exterior a una recta hi
passen dues paral.leles»).

En efecte =1 llenguatge és significatiu, té& un contingut
idgic, expressa, no important alle que atenguem o 1°0s gue en Tem:
una tal sgituacid, deiem, é&s comportamental, i ho resoliem en la
forma i en la corresponent afeccid. Circumscriguem—-nos als usos
ostensius del llenguatge: guelcom com '

. . osTensivia , .
&g una ratlla; la determinacid s'ocupa certament d'aixd

que hem dibuixat, perd alhora la determinacid enclou la
significacid lingdistica del mot ‘ratlla’. No es tracta pas, és
clar, gque hi hagi sobredeterminacid®, sindé que 1'analisi és capac
de descobrir la forma i allé gue anomenen " afeccid linglistica’ en
la mesura gue 1°'Us linglistic de ‘ratlla’ no se circumscriu a la
mera forma, 1 que alhora queda tal gual alle dibuixat; en d'altres
paraules, "ratlla" no conté tal gqual elements, < 1'Gs de ‘ratlla’
per a aguell dibuix no conté tal gual dues significacions, sind gque
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¢s sols a través de 1 an&lisi que admetem gue s ' afegeix als fets
extralingldistics el contingut légic lingdistice, o la gseva
significacid; si voleu: 1 expressio linguistica conté la seva
significacid, al marge gue hi hagi ostensivitat o no, que atengui
el contingut lingitistic, 1'afer extralingliistic, c una mica de 1'un
i de l'altre.

Certament no hem dit res de nou: alld a remarcar es troba meés
aviat en 2] fet gue la ratlla de dalt ens és prou accassible, perd
en afirmar que Yhem estat estudiant durant umpa hora sencera®» no
sembla pas que hi pugui haver com & maxim més Que un cert s
ostensiu i gracies a alguna representacisd; en conjunt gualsevol
afirmacid que «englobir» un periods de temps hauria de ser un recurs
expressig deal llenguatge (contidria un tal significacio
linglistica), malgrat gque nmo exclogui el vessant ostensiu («el
transcurs de la meva vida» pot incloure 21 moment present), i gque
en aguests casos calgui sempre  tenir en compte els afers

. extralingliistics a 1'hora de revalidar o fer falses aguelles

{

expressions (és fals gue «haguem estat estudiant durant uma hora
sancera?® guan avui no hem estudiat gens).

Fer tant alld gue sobrepassi una possible sintesi efectiva o
reprosentativa s ben segur sols expressiu, al marge de poder usar-—
ho com a mer registre (per tant expressiu), i tot aixd te miltiples
implicacions i assumptes a tocar: (1) pensem per exemple en els
plurals (c¥f. 5 1&) o en les generalitracions («els homes», «les
coses», &toc., cf.5§.27ss,), on en palesarem l'aspecte més aviat
expressiuy (2) t& la corresponent repercussid en 1 enumeracid (cf.

53&55.}; {3} introdueix el problema gque nosaltres dominem les

afecciocns linglhistiques (cf. 518); (4) alhora les significacions
linglistiques enclouen 1 'afeccid de totalitats (ct. f 19}, etc.
Tanmateix també &5 interessant o cbservar Que uns tals usos
expressius no introdueixen dificultats greus en la mesura crae
treballen més aviat com a 4resums linglistics», en conjunt {deixant

rels usos matematice i1 referint-nos sols al llenguatge guotidia)

susceptibles d’'alguna inspeccid detallada, gque en darvrer cas &5 la
seva avaluadora o rebutjadora.
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LES COSES

Les dltimes consideracions de 1'apartat antericr han fet un
toc d'atencid tant al suposit de , reduir necessariament 1°ts de
qualsevol lHenguatge a mer registre (#£35 possible alguna
ostensivitat) com al de creure que aixd és valid sense restriccions
per al propi llenguatge. Orientant-nos doncs d’'una manera decidida
pels afers extralinglistics, no podem sortir aixi i tot d'un cert
Aambit lingddstic addhuc  guan tractem afers elementals no
linglGistics.

5 7. El llenguatge que s’ estudia forma
part del discurs.

De&iem (fS) que un estudi linglistic es un estudi real, mentre
que qualsevol us lingldistic val per se: no podem substituir els
uscs de la llengua en la mesura gue no hi ha acumulacio de moments;
per tant cal respectar gue parlem d'un home, d'una ratlia, d’un
color, etc. (com a registres), © gue hi hagi “"una ratlila”

"un home", etc. L' dGnic que podem fer nosaltres €s una presentacid
de problemes reals perd no substitutius dels moments, i precisament
gls introduim en la mesura que reflexionem: en una acCcepcid
gexpliguem aixi els usos del llenguatge, si l'explicacio és
diferencia i si no s'wvblida que donar rad consisteix en un canvi
d obiecte,

Fere caldris tenir molta cura gue el fet que 1 'estudi d un
llenguatge no estudis el lienguatge que el tracts (i.e. en o1 seu

us) no implica mai gue el llenguatge estudiat ne fupcioni com a tal

en el proces refiexiu on g’ incorpora 1 altre llenguatge: un tal
supbsit convertiria 1 estudi que val absoliutament en un estudi
independent que mai no esmentaria gue el lienguatge treballa tambe
com a registre o que és facil de veure que

£3 una ratlia. Cal admetre gue un estudi scbre el llenguatge
incorpora 1'ds d aquest llenguatge enmig de les reflexions. En
d'altres paraules 1 estudi sobre un llenguatge ¢ wna ampliacid
refiexiva & partir dels moments on s usa aguest ilenguatge, i per
2ixd 1l estudi (gue usa llenguatge) sobre un llenguatge no s’ oposa
2 aguest llenguatge. sind gue mentre Hom usa wun ilenguatge com =
registre o ostensivament hom hi va incorporant moments reflenius
(amb més llenguatge). Si es vol: hi ha un =gl discurs, una part del
gual s’'ocupa de considerar la circumstancia que l'altra part ha
usat llengquatge.
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Nasaltres sabem, per exemple, gué és uma ratlla i que

s una ratllay tot aixey gue val d'una manera absoluta,
s incorpora manifestament al costat d'altres nossibles
consideracions, per exemple, sobre 21 fet que nosaltres individuem
les formes linglistigques (categories gramaticals, ete.), les
afeccions, els afers extralinglistic, sobre la relacid entre
aquella ratlla i el mot ‘ratlla’ o el registre corresponent, sobre
la circumstancia que ‘ratlles’ o ratlles anomena?

o sobre la d anomenar amb un nom igqual (‘ratlla’, ‘ratila’) —— o
registre -— 1'una 1 l1-altra ratlla, o fins i tot sobre el fet

 d'aplegar ratlles amb ratlles i homes amb homes, valguli el cas,

etcy, 0 al costat de la constatacid gue 1°Gn és un registre, l'altre
un reconeixement extralinglistic, l‘altre una forma gramatical,
etc.y naturalment gue fins i tot aqui reconec amb facilitat gue

aixuo

és un ratlla, o gue tot d'una diferencio entre agquest dibuix i el
mot ‘ratlla’ o el mer registre corresponent, o gue aplega amb &
minind atfecsid ratlles amb ratiles i homes amb homes, etc., perd -
- i torpant-hi -- serien les reflexions d’aquests fets gue
acompanyarien les reflexions que els proporcionen (tant les unes
com les altres formarien part del procés lagic), etc. De tot plegat
va brollant un estudi que no é&s irreal en cap dels seus moments i
que incorpora la determinacié quotidiana, una altra mostra que el
llenguatge gue usem no és un apart del llenguatge quotidia, tot 1
que n’'és una especialitzacid (cf.ﬁﬁ} i ara veiem a més a mes gue
pressupbsa un esforg de recerca. '

58. Algunes individuacions i relaciops,

D'entre les moltes direccions doncs que permet un estudi
iingaistic ara prendrem meés aviat aquella per ia gual usem noms o
registres per a anomenar (o reflectir) d una manera ostensiva afers
extralinguistics, amb totes les reserves esmentades, @s a dir,

*Sen= dubte gquan atenem el llenguatge cam a tal lienquatge
{(i.2. gquan pensem euplicitament en problemes linglistics) ki ha de
vegades una ambigGitat respecte de guan el considerem registre o
gquan mera forma, que es correspondria al fet de simular el seu s
D simplement al fet d atendre’'l com & fenomen natural (s0, Torma
escrital: &s possible que en alguns casos no calgui diferenciar
17un factor i 1'altre {(per exemple guan estudiem la relacio
d’ancmenar), malgrat dque en d altres wuna tal distincio sigui
necessaris, i que en d’ altres encara na hbi hagi cap ambigﬁitatx.
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assajarem de considerar peqéué calen noms o registres diferents per
a alguns afers extralinglistics, i1 ho farem més aviat & titol
paradigmatic. Alhora ens apressemm & admetre gue no hi ha en aixo
un  comengament genui, pergué Tet i fet podem analitzar i
sintetitrar les coses de manera prow varia, i les relacions sdn
&ixi mateix plurals. Per tant les consideracions que segueixen,
repetim—ho, tenen sols uwn valor il,lustratiw.

En els dibuixos .

(1}
{2}

hi ha dues ratlles: llur reconeixement és rapid, s'estableixn en
pocs moments i ho sabem per 1 experiéncia mateixa, aixd és, per
llur dada ldégica. Tenen alguna cosa en coma? La pregunta ens



chliga a noves investiligacions pergud no s2mbla pas gus siguin
iguals en uwna gualsevol zccepolid ni es tracta ara d'intrﬁduir noves
relacions gue no siguin donadss. ALLO més sensat de rraure BE LS
la prapie inspeccid logica ée la gue lez diferonocia d un homs, pere
axemple. Frenent ol mom o individa com & sikénim de “sintesi’,
podem dir qgue aguells individus =dn difegrants d'altres individus
en 1 accepcid que la dada logica bo palesa, 1 per aixd aplego (i
recanec facilment) les ratllez. Un raonament semblant fdra valid
quan estudiem ratlles racltilinisgs o curviliniss, circulars, eto.

Ferd la cara del paper on sstic escrivint é@s una extensid, un
individu: agqui també &s la prapia inspeccid la que aplega asguesta
extensic 1 1 extensid de Ia taula 1 puc afegir gue aguests
individus son diferents del paper o de la taula com 5 totalitats,
per exemrple, o que sdn diferents d'un bame, i per aixd aplego {4
racangc facilment}! les sxtensions. ADird que en la cara del papsr
i detsgrmino les formes de les llastres 9, @n na altra direccid.
gue ni determinc als 2laments motors (per exemple ocoulasrs)? 8i nés
no e2ls diferencio del blanc ds! paner, o de la vis itat

speeifTlds del paper, respectivament, i fins 1 tor els individuo:
r

pers no determino alhora 1a lietra-indivichidl slement mohor-
individu i 1'#xtensid del paper, talment com no relacione 4 108 i
alihora individuo cadas lletra, o no relacicono 1 especificitat vimusl
L T'elemsnt eotor 1 alhora z2is individus per sepgarat, i Lot m?wumk

perl simple fTst de no poder mai acusmulaer reflesions. BEs fracta moas
aviah gue els individus nc ?Emem wh valor atemporail, sing gus valen
com e momants de la marxa sintat nalitica (o de gual=evol alira

manal de ia2s reflaygionsg czq.{- la reflewid vagl a uma Danda
i

moa una altra &8 2] gue es pot g e gueterminat ive
de 11 'hones: 1 ' sutesnsid d#s wun i v idiay perd un tal
individe pot provendir o tres momenh sheeblcs, analibtios,
reiaclionals, eto., o @5 ol terme o ana difﬁréncia ambh una alitra
cosa. [ la civroumstincis gues 1udzwbdhem guaelcom i la rezta =2 n
diferencia &8s an gualseval caz una Tdgica, @ur mds gun s

1
propera retlexid, abandonant zogusll «nﬂh widue en trobl de moves:
£ por o alyud que e@ns calen molits nons.

e welanth
sutansions amis oud
i
s ldue rebliean
um imdiciols s
mxempale, amb Ia

e iy ldgioas,
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i el bilanc del paper. Perd tenint
Al A

determinem gque eon igusliz o que sdn diferents segons  gqud
relacionem; pergud en tant que ralacied de coszs visuals sdn, &s
certy iguals: llavars "la igualtet’ &= agui wn nom gue pren 1a
relacid 2n ftant que hi ha wuna dada légica ad hocy i la relacis
entrae les respectives parts {arilisi de termes) rebla la igualiat
gn cas de dubte, mentre la igualtat es codetermins amb els termes.
Ferd en fant que ralacid ds coses visual-motores {les as estan
situades) son diferents. Em gqualsevol cas tant la diferéncia com
la igualtat s troben en la relacid 1 es codeterainen amb gls seus
termes; per dir-ho aixi, tant ‘igualtat’ com ‘diferéncia’ sén noms
propis per a velacions {(idemtitats),

Rgatant ara un now aspecte afirmo gque Tz hlamc: es
Eracta d'una dada iégica i d'un mament abztrackte gue provenia
varzemblantment d midUﬁa analisi. Peed i sdrt tgualment
blancv- sabam que la relacid 25 codeterminag amb wlzs tTeormes i gus

ia igualiat g5 una dada lagica en les relas;
blanc @z mes Dlanmc gue wn altra” hi ha indud
codeterminada arb 2is ftermes: ara la grad
dada ldgica de 1a relacilh.
ad--h“ "':v«.md-‘h
Divp gttt g aralitzant =21 men sapse dic
superficie {0 cara: per & 1'0s del mot ‘cara’ of. § 833 1;
@l blanc és certament un color (i com & registrs o dit por al msu

e axfeginm gue en un
tablamant una relacic

i 2s zimplissent una

paper té an U8 absolut), perd fz facil de congiderar qus B ba
colors pergud €1 blanc, el wvermeil, ste. em =zemblen dasdes o

diferencisr, per exempies, de is dGiCDF. eto.y o que hi ha difzrents
colars sergud @l paper vermszll == diferencia del gaper blasmoy 0o gus
i ha colors a banda d extensions, per sxenple, pergud alls que &
hlanc de vegades no €5 una sxtansid (tambd la neu, valaui i oasg
s bhlancsl, o peErqué sog capsc de diforehnciar ol Rlanc ohe
rarntensis de 1'slement motor sn el gqual la incdiwvidus i
iferdnoiaz entre un Dlanc & ls dolgor, o entre ia
Talre, at:"5 =an prou rellevants, o confoco

(ur Do, una pedes, i
gqualitat poe oa agueall

it oqeard

+idﬁan$
anc*i.gr

Coderbarmloa
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visuals i metors, eto. , 1 h ha d.i\e\-}.mca‘o..

Mem wvist iz alguna cosa del camp visual-moitor, 1 pobsor
valdria la pens dir gqualcon sobre el camp tactil: de Tet toguen
alhora cozes, i indubiablement hi ha una relscid tactil entra l=s
puntes dels dits, relacid gue pat =2r d igual suavitat, peyr
2remple, o més suauw {1 menys suaud) en tant que swvau, pergue en tant
que dada tactilo-situacionald També aqui, adhuc anb la ma quisla,
t1i ha una reflexid individuadora d'una extensio tactily alhora,
anmig d'una sintesi amb les sensacions cinestesigues L de situacio,
molt possiblement el fet o abragar quelhan amb =lse nmostre bhragos
indiwvidua wn espai tactil. Alla que ="ha de teanir pra2ssEnt 2o
gqualsevel cas s gue, de determinar un espai tactil, no i ha uns
determinacia de determinacionsg: no hi ha una individuacid d espail
tactil al costat d una individuacio d'espal visusli =21 gue hi ha
&5 una =intesi visual o uma sintesi tactil o una sintesi gd¥bal,
ztc. Mo & han de confondre els motse amb les determinacions: &l Ccanp
‘vimual es coordina amb el camp tactil, perd aixd &s una simple
relacisd de termes degs de les respectives individuacions.

§ 9. Alla real i 1a realitat,

Fassen breumsnt a wn nou aspecte. perqud en oprou CSS0s SOW
capages de diferencisar tambd guelcom natural de qualcwm imaginari
(i an d altres pobtser nol, L és possible gue ancwenen real’ alid
gue @3 natural, Perd en_uns nove scoencia podieiss anomenar S resl
tant alld gque corresgon a la naturs com & les imatges, 1 en aguesia

atcepcls una gualsevol reflexids, fing 1 tob un mer pensamssh
11ngu;;tic, sgria doncs real: la circumstancies gue no bi hEgi =
i L real @n aguesta segona accapoid, fa qus oo g3 tro

snsiung per la diferédncia dels gquals establizsis (an
diores xui 17ds del mot ‘real’y per dir—-ho a2ixi, =l osoh Treal’ Ss
Wi mot-jdquer, guelcom Gtil, malgrat gues 21 seu de no Cﬁmuromw? T
i estiguen detorminant aferes extralingddistics (L.2. & &% resi

ioen alxd precisament rag alld rellasvaent del motb: la LA FEy
cler ] mergt s,

Dialtra banda advarteizi’' s gue alld irreal noas
tank, com veurss nEe tard. [T ho”mn:”rl CERE gQue o
amaeals accpnecld del oot Tesasll o resnvia {guan oo

i meramamnt limgldistic? a2 una investigacis
T gooacptd rellasvant s del omet Treslt 1z
i khagi guoloes, 1.8, 21 fst da 2upsrar
a:mem Prevpressid — un gl potinera — “hactiio-sitasslonsd
mamy & la informecicd tActil del ticus de iz susvitaot o
Ta gue tenim a periic de la dhsnsidsy pusoular fins G

Goaburar @als sovisents, alxd @s
o omohisies m&m@cificr &1 - e
irrtvesTigayr @n s iperidne la o ﬂqi =L bipus,
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{p fins i tot arbitrari), car el pensament (lingllistic) de dauslcom
no real» conté la seva proapia informacid logica (i alhora és ben
b& real): liavors hi ha una contraposicidé entre la informacid de
“quelcom no real» (gue reenviaria, cvom dédiem, a la iteracid guan
hi cerguessim una informacié no linglistica), i allé real;
independentment doncs de la desproporcid légira, agui trobem una

diferéncia palesa entre wl paper real on escric i, per exemple, el
caracter irreal d’un punt extralingliistic sense parts.

Bue la reflexid sigui real implica, és cert, que alld que é&s
real &s simplement alld gue esta posat: es tracta, gquan no fem
registres, de meres vyepeticions amb mots diversos, 1°0s dels guals
permet, com hem vist., algunes digressions, malgrat que després els
usem amb independéncia d'uns tsls esclariments i com a mostra del
. notre domini lingliistic i del seus (nostres) proposits. Ara bhe, les
nostres sintesis no reconeixent sols vermells o extesions, sirenes
o espais tactils, etc., sind gue també abastant alld que 1’analisi
pot desbrossar en una taula, una paret (o 2n qualitats, o en espais
diversos, c etc.), unes tals sintesis gque no s6n pas d’'aixd o
d'alio, =o6n simplement reals, i ¢s possiblie que usem comunament el
mot ‘realitat’ per a uns tals reconeixements, sense gue aixd
informi massa sobre la part de 1’ abast compromesa. Tanmateis és
possible aixi mateix que L expressid «tot é€s real» o ¥la realitat
en persona?® pugui referir-se a una sintesi prou extensa. Per aixd
podem dir gue un gualseval individu {(que é&s real), relacid (idem)
o analisi (idem) formen part de la realitat, en 1 accepcio gue Flur
material légic pot integrar-se en una corresponent sintesi, -1 no
cal afegir gue alld gue és real i la mateixa realitat son fets
absoluts, gque els mots ‘resl’ i ‘realitat’ s’ aceompanyen de liur
afeccid™, ete.

10. Sobre 1 ' espai.

Les consideracions precedents ingsinuen que no hi  ha
necessitat d’acceptar un espal —— en la primera i cabdal accepcid
de 1'0s del mot 'espai’ —— fora de gualsevol donacid légica, aixd

Fet i fet 1 'afeccis lingliistica que enclou 1°ds del mot
‘real’ en aguesta accepcis pedria haver-se apres versemblantment
& partir dels seus altres usos (quelcom seria real quan ne és
imaginat, somniate fingit, etc.): 1'vs universal d aguell mot tambe
es forniria expressivament de significacid (linglistica}
traslladada. Agquest ordre de consideracions indicarien aixi mateix
gue una certa imbricacid dels usos de mots diversos es deu a les
propies necessitats expressives de 1’home. i alhora ens hauria de
remetra a l'origen social del llenguatge. en conjunt, i1 a 1la
depedéncia del llenguwatge de la filosofia & 1a proapia tradicid
filosdfica, erm particular.
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es, que no cal que sigui un fet no lingldistic i indeoendent de
quelcom gualitatin.

En efecte la sintesi de 1 espai s amalitza, 1 gualsevgl dels
moments danalisi és un moment de partida d’'individuacions
d'extensid, per exemple; ara bé, l"analisi de 1'espai permet
d’'altres individuacions que no sén plans: gualsevol andlisi d’un
@spai pot remetre a un nombre indeterminat de direccions i amb les
individuacions corresponents, al reconeixement de la dimensid. Perd
gue la relacid des de dues dimensions possibiliti uma individuacidé
extensiva o no no brolla siné pel treball légic corresponent, no
@s decidible de manera prévia. A més per a totes les direccions que
permet una extensid hi ha en principi les corresponents dimensions,
ien el pla, com a minim, cal considerar dues direccions que no es
troben en la mateixa dimensid: per aixd diem gque el pla té duss
dimensions. En qualsevol cas la dimensiéd apuntada té un abast

lodgic, hi bha wna dada 1lHgica.



fFar la seva banda el punt no sembla en una acocencid cap idea
requladoray en detfinic 23 punt com & privat de dimensid no fem simd
considerar com a irrglievant la dada 1égica resultant de 1 amdalisgi;
veuraen més tard que la negacid {(doap dimensicr, dsense dimenciod,
“rno dimensid® ) ng elimina la determinaclid sind gue assenyvala 21 mal
= del mot “dimengid’ deixant intacta la determinacidé ldgica no
linglistica. En definitiva la definicid del punt ¢om a “guelcom
sense dimensid® no fa més gue recaure o @n #ls mers mots (i
pensament) linglistics ¢ en una moment imaginari (amb disenszions)
o va deterainant iterativament (d acord amb el pensament lingGistic
que contd) =n 1'analisi, els moments de la gual encara tenen
dimensio, i dez d aguestos €idegalitatse deduim la idealiitat de 1la
linia, dal pla i da l'espai tot contraposant~lios al punt, a Ia
linia, &1 pla 1 a 1l espal extralingliztics.

Apuntem un nouw vessant: Ia il.limitacid o la infinitud naguen
la limitacid o fTimitud., Yeurem gue la negsacid ez deu a1l bon s o
al mal as dels noms per a les seves significations; perd guan oo
diu gue "aixd no @5 negre’ no s 'ha donat sncara el nom correchte.
per tant el nom “infinit’ = =21 nom “il.limitat’ sols ssmenten gus
na poden ussr els noms 'finit‘ i Tlispitat’ mentre gus no ens
assenyalsn cap significaci liavors com gus tot el que podenm
determinar pot merdiusr en certea circumstarncios 21l mom de Timit
o limitat, la il.limitacid o #s un mer registre o @s un nom per #
una  dsaeginacio - no havent~hi determinecid on valgui el mo:m
Tinfinit’  peden reltsrar l=2s detersinacions ad libitum, i per aiuxd
@l mot "infimit’ pot servir de comandsz lingliskisza,
. E.'va.mutq _L&h’buuuﬁ'\; Vabicn _
Dwrs altra pest I foroma "exacte’ s’ introdusix psr- 3"emp1“
@an la igualtat Ferd la igunaltat z=’'estableix en la capacitatb
determinativsa que tenim, guan s estims gue ®ls dos teross benen
aquesta relacis. Guan volem determinar una igualtat sxacta, @n una
primera accepcid alld gque é5 simplemant igual és sxactamsrt igual:
hem detarminat displicentment una iguaeltat, 1 més tard 1 hem
ari@litzeda una mica i enz confirmen gue sSOn exactament iguals o Que
ne ho son. Lexigencia d aparelis anb més gran poder discrininatori
ﬂ’incardiﬂa @ aguesta capacttat d an&dlisi 3 de mesura, FPero
.xnc Atud reg, 2n wna fegona acoepoid., els pgros Lo oels contras ds
Lmensids ne tenim apsrells pEr s mEsurar gd libitum ;i hendim
apm;itata iiJlegigues, i dagul tamba gue 1 exactiitud ssdeviagui
LI ;a%aiéﬁ no e Lractas gue 1 stany dizorisinatatbori de 1 one [
P atany d analisi ldgica, 1 per f Phiwitat
pue i exactitud s zotd asver :




cartesa gu2 i ha sncara un narge lagic no analitzakq4

$44. stuins son_wils elements logics?

Abans de continuar cal ssclarir alguns possibles melentesos:
en principi lesclariment remet, quan @5 possibls, a2 afers
extralinglistics, a la dada Iéqtca 1 & la comparacic dmb d’ ?]+.es
ingividus salvant sempre el caricter absolut de FEE 1D aﬁd?1dxﬁ
(d’altres vagades els afors s0n més aviat linglistics), i el limit
d’aixd ®s troba sans dubte en ia nostra capacitat d andlisi: es
podria pensar sensatament doncs gue qualsevol indivisu d’aguesta
mana ssdeveé una complicacid a partir dels momnents analitics, siguin
els gue =ziguin,

. Un tal pensament téd urma part de rad i urna part quie N sembla
admissible: gualsevol analisi =‘esgota sens dubty sn elements i
2ls elenents d andlisi constitueixen efectivament la hase analirics
lagica de la donacid de sintesis. Perd aixd no ssmbla gque lagi
d implicar ﬁw{esﬁdr'an 2t gue nozaltres encalcem constantment ftoks
#les moments d'andlisi gue 25 puguin trobar s partir d'uns dada
qualseval lagica.

Fecorden te primer gue la dade logics &3 un abasi: sols ia
reflexid perpeh parliar de 1 ahast de 1as dada lagica, és rtrtﬁ pard
o hd ha una altra mangra de fer-he 2 1 hora de 1x comaioseisy nae
#bast de la dads ligica assernvysaism aue ol monent fdgiec oo d#s un
irreal punt o nstani; on 21 dibuix

a5 potser va?qul

2 vegada que spareix 17 eng 1
Aacit de
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tiszent 1a prime
iy

oEna o adverti iohem descabdellat estudi de 1 aport
les diferdnoiss qualitatives «@rn  1a rhilddy Guie e
possiblement, per exeaple, 1 espal guse n$o toauem
contingul wuna mancay paral.lelament caldria repassar 10

damls models astrondamics rmwprctm dels nostres aeis, eto.,
Aixd serd tema Der & un prapers brebhall.s Mespecte oe
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n'hi ha prow a determinar alguns maments peEr & trours gue Mi ha una
continuitat; no ens calen cent momaents pergud la reflexids Fa un
ahagst que carre per la ratlla 1 la individua,.

Doncs bhe, independentment de 1 analisi o de la sintsei.
1"abast del momenit l&gic é#s redult o ampli i aixd fa també una dada
légicar quan eshtem analitzant una ratlla de segur que reduim
coansiderablement 1 abast —— guan badem ki ha un estat de la dada
lagicas el fet de badar s un moment lagic gue anul.la ols atanvs
tiisgregadeors. Sovint no ens trobem en els extremz, sind gue
reflexionem de tal mansrs gue, ni escorcollem quelcom, ni bandegen
la coheréncia reflexiva de la reflexid que segueix; més aviat
apuntem moments, cadascun dels guals conté tot 2l gue 1 amatisi
esmenta com & cfecspoiss g relacions perd que no 28 pensen aixi
en aguells moments, de tal manera gue a base d aguelles reflexicons
anamn fent una sintesi global, gue ratorna & moments d andlisi,
moments possiblement motivats en prou de casos pel matsix abast
{quan caminem =ns adonem d'un cbstacle, tenim dolors alguns COpEs,
cal resoldre.com transpoirtar un paguet, hem d anar situant-nos =26
2l mdn circumdant, eto.).

Lisstranyesa, la nevetat, el perill, el nostre cos, ostimulen
gpguramant la cura per les coses, com ho poden fer Lla cerca irge
de qguelcom per & senjar, PEIF & USEr O peEr 4 convertir, = ST,
tanmateix, gque posalires no ens obssssionenm per & passar de! menor

element analitic & wun altre, sing gue anem fent com es diu: la
dostrina de voler sntsndre tots ols moments itgics cam a dorivats
de moments analitics minims éz, ben mirade, una sobreliogicitzacis

—— una sobredeterminacid - pergud crou pERser Wn momsnt Idgi
Lraves dalfres moments logics. E= trackta 2 un himerracional i
gus, guan es considersa correctament, ss vew gqus &z wra contus

ihgica.
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granit i apuest alire gramitl), tcal respondre gque aizsd son fob
1ogics gue no tenen, quan ho considerem zensatament, gaire meés
g2xplicacia.

§12. La cosa.

Agatem un tros de granit: tenim urm ingdividu =l nmual donem 2l
nom de ‘granit’. Mentre gque 1 'Us quotidii del mot ‘granit’ wval
d una manera absoluta tambe podem admetre gue diferenciem aquest
granit i la pirita, =1 propi abast 1logic basta pEr a no
confondre’ ls. Ferd el granit és una cosa: 1'0s guotidid no lleva
que investiguwi 17as del mot "cosa’ per al tros de granit gue tinc
{recordem gue no fem un estudi exhaustin de tobts =1s posibles umos
d'un mot, 1.2, no esterns estudiant simplement elsz usss del
llenguatge, sind alguns usos d alguns moits, precisament en la
consideracid de la realitat no formal 1 com a digiressid, cf..SH};
TPErG @n una accepolid no sembla que facl BAE més & U tora d anamenar
@l granit amb @l nom ‘granit’ i amb =2l nom ‘cosac s Eéqlsinﬁnima per_[@mﬁ
&l vas daquest granit {(tot 1 que 1'dz de ‘granit’ i el
GG siguin intercanviables arrsuli; aguest individu #g granit i 4=
cosa, 1 tambe: “individu’, ‘granit’, ‘cosa’, sintesi’ : A
noms diversos d aguest granit (malgrat no szr intercanviables on
Gual=eval circumstancial.
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Francuam un cani asrament 180ic per a shisndre sizd uss mios
mes; per f2xemple

ot (1) @5 una ratlla, {2) €5 una alirs ratila, 1 no
4 una mangra indiscriminada ambk el Guadyraty perd @l
ho o remst mds que a la inspeocis corresmponesnty 1
d apleger {1} 1 (2}, mo lileva llur diferdncia
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gue aguesta diferéncis hé une especificitat pel fet de sgr de
sintesis sembis inclours un joo (14 1 ‘ inmgidstic (isx sorh
del mot ‘goza’ #s la sort del sot =i ho valew tambdé
aini, P'us del smot ‘coms’ per a2 la 3
deu faguil a la inspecgold ldgica, =i 2l fet gue &5 Jdbil {(un oot

¥

al guadrat no =22
k

J&ouaer ).

PBelxant dg banda dones el= uscs col.logquials &4 els registres,
mots com eosa‘, Csintesi’, Tindividu' (fims 1 tat ‘unifat,
“dsmer’, ‘cos’, etc.) s6n tots noms-~jogquers per a2l segment i per
al quadrat. Perd cal mno confondre’ s de bell nou pergue

d= pwna sintesi, upa cosa, una unitat, egte., i1 uzant =2ls nongs estic
fent una determinacid extralinglistica (astic determinant alld gqus
detaraing en "ratllia")}: la circumstianoia gue 7ds de meodts igusis
per a casus diferants no tingul cap corrglat astensiuv ne llesva gue
1My s mo reflecteixi &)l procds 14gic corresponent)y repastim—io
Bles usem perguE =an utillz, no pergus bagim de determinar mera
it SICHELA 5
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certa si no se la malinterpreta; fem—ho a traves d'uns punts per
a major claredat:

(1} Em principi la individuacid del meu cos no abarca el
color vermell de la bandera o la durefa del granit, etc. Si el meu
cos fos tot aixd llavors o no tindria individuacid o la seva
individuacid contindria totes les gualitats de les coses. Perd no
hi ha una qualitat abstraske} comuna al blanc del llengeol o al negre——iq)
d'un vestit que se'n diferencii, i per tant el meu cos seria ara
el blanc dels llencols o el negre del vestit —-- tot allé que
reconegueés, individués, notés, seria el meu cos, i gualsevaol cosa
seria un altre nom per al meu cos. La realitat seria un cos, i
1 analisi real l'analisi d'um cos,.

(2) Aguesta manera de veure les coses té certament una
justificacié, com veurem de seguida; tanmateix és una manera
terminal de comprendre el meu ¢os que pot amagar una confusid. En
efecte nosaltres individuem “PeiserSaEt o1 nostre cos com
Andividuem qualsevol altre cos: el postre cos @s quelcom que veiem
i toguem, i els pros i els contres d'aguesta individuacid son els
de qualsevol altra individuacié. Des d'aqui s 'entén que els camps
sensibles externs® no entrin en 1a definicid del meu cos, sind gue
gs en ells que 1 ' individuem {(cos extern).

(3} Les sensacions internes (dolor, cansament, etc.) no sén
tocades o0 vistes; el cos extern no t& dolors: les sensacions
internes entren en la donacid de 1‘abast dels moments légics —-
entren com a dada en les determinacions que individuen el cos
extern.

¥a titol de suggeriment afegim les seglients concideracicns:
sembla que la diferéncia qualitativa pot perllcongar-se entra
quelcom blanc i un dolor, per exemple, i per tant una sensacis
interna rebria també el nom de ‘qualitat’. D altra banda els noms
d’""intern’ i ‘extern’ tindrien la seva utilitat a partir del fet
que individuem el propis cos com & cos vist, tocat, etc., sense mai
veure, tocar, etc., el dolor, etc., albora que 1 'abast conte les
corresponents sensacions (dolor, etc.); «intern» i dextern»® son
doncs «maneres de dir», i estrictament parlant un dolor no es

“intern” (si, en canvi, 1l estdmac), perd cal reconéixer QuUEe &S
tracta de gquelcom prou comode. E]l problema esta més aviat en l'us
del mot ‘sensacid’: en principi nosaltres 1 usariem per a les

mateixes dcoses”» gue sOn els termes d'una diferencia qualitativa,
1 en tant que el terme d'una diferéncia qQualitativa es diferencia,
per exemple, de la sintesi de la cosa que la comprén (un dolar, una
experiencia tactil en tant gue termes d’'analisi del meu cos).

Noti's que 1 'expressid «camp sensible» remet simplement a
1 abast 1dgic. .
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(4} Versemblantment una infermacid wvisual mai no és una
sensacid interna; perd 1a qualitat tactil que entra en 1la
individuacid de quelcom extern, per tant que ens iliura un fet Que
no és del nostre cos intern, després pot prendre’s rom un element
logic del nostre cos intern, precisament perque ]l 'individuem des
d'un tal ambit: mentre «alléd tactily podria considerar-se per _se
ni «extern? ni «interny», el tindriem per 1°'un a per 1 'altre d'acord
amb el camp en qUestic.

(3} Hi bauria per consegient 1a possibilitat d’individuar um
“cos intern», alguns elements légics del gual podrien serviv,
precisament quan no els podem individuar com a afers interns, per
a4 recongixer coses externes.

* (6) Aixd implicaria que puc individuar el meu cos extern,
mentre en gualsevol cas prou sensacions internes entrarien en
1"abast de la determinacid que he fa --— perd tamb® gue podria
ingividuar el meu cas, simplement, en un tot 1l analisi del aual
cafirmaria que el veig, el toco i el sento internament -— o poadria
accentuar els aspectes interns del meu cos, ftins i tot d'allé gue
g2rvia per a recondixer afers externs.

{7} Com a cas especial observi’'s que quan toco el meu cos
1"individue i ailhora conté en el seu abast les gualitats tactils
internes del cos tocat — puc reflexicnar llavors al cos tocat i
les qualitats ens informen del cos guwe toca, perd aqui hi ha
1" abast de les qualitats tactils del cos gque toca ~— Finalment els
dos afers tactils poden considerar-se com 3 dades del cos intern,
O ser un mer abast sense programa d una determinacida divarssa.

(8) En gualsevol cas sembla impossible de poder integrar
sempre les gualitats visuals (i potser les auditives) en un cos
intern: perd fent una passa més, podria considerar globalment, a
partir de reconéixer =1 meu cos, que «tot és 21 meu cosd, perd
llavors alld gue faig és individuar la realitat. En  esmentar gue
tot aixd &8s el meu cos hi pot haver un encert en 1'acecepeid gue
considero @l meu ¢os i que hi individuo 1la realitat; perd llavors
i ha un gs tal del mot ‘cos’ que 21 fa paral.lel al de "realitat’,
guan guotidianament no els usem aixi.

(7} En efecte &l nostre cos és en l'accepcid quotidiana
quelcom gque veiem, toguem i sentim internament, i ies altres coses
no diem gue siguin el nostre cos, fins i tot malgrat que prou
elements logics que entren en el reconeixement de quelcom puguin
entrar després en 1 Ambit del nostre cos intern.

(10} Finalment, només sé que les gualitats externes Ktenen
per condicio el mew cosh des dele fets logics (&5 una digressis
des d’agui)®,

“Les anormalitat en la percepcid remetens a aiteracions
organiques 1 psiguigues, 1 totes les percepcions remeten - a

l'aprenentatge (i.e.derivem coses a partir de leg percepcions},
cosa que equival a dir gue alld gue anomenem "realifat’ o afguestes

caracteristiques.
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§1s. Un erercigi loaic.

) El mot ‘descripcid’ (o ‘definicid’ en algun Gs del mot) sembla
un nom (més aviat vague quan no és un mer registre) per a2 un
Kproceés®; en el millor dels casps guan descrivim les cozes ens
dediguem simplement a reconeixer alguns dels seus elements, 1 5
tall d'exercici podriem estudiar ara una mica 1°'0s dels mots quse
hi introduim (com sempre s tracta d'una digressid gue no lleva el
valor absalut de les nostres descripcions de coses), 1 afer essent
un estudi real a partir (i com a excusa) de 1°'us dels mots en les
nostres descripciens,

E}l granit &s una pedra {i una rocal)i en una accepcio tarna
& haver—hi agui quasi una sinonimia entre 1'us de ‘granit’ i
‘pedra’, perd no diem de gualsevol cosa que és una pedra, sino que
hao diem swlament de les pedres: 1a inspeccid compara, per exemple,
aquestes pedres i 1'aigua que tinc davant, i retls 1’'us del mot
‘pedra’ i 1'as del mot ‘aigua’ per als respectius termes; sens
dubte 25 la millor manera per a no introduir nous noms: €s clar gue
g8 poadria prendre =1 mot ‘cosa’ amb els mots ‘dur, compacte i
s0lid’ i tenir ‘cosa dura, compacta i sdlida’. Certament una pedra
es dura: és dura per l'experiéncia tactil o pel xoc d’altres cossos
damunt seu; en una pedra hi entra la seva duresa, i la duresa éco

una dada lagica.

Ara bé la duresa es determina en =1 %oc o compressitd entre
dos cozsos: kentre do=  cossS0S» oressuposa les respectives
individuacions dels cossos, per exemple entre el cos de ! home i
el granit: perd 1"apropament de la ma i el granit és una
individuacic especifica de moviment en tant que &3 dina com a dada
logica en la individuacid del meuw cos o en 1a individuacid del
granit o en &l moment d'un abast que no es preocupas o individuar
el meu cos o el granit; i la compressid del xoc entra en iguals
circumstancies gue el moviment gue 1'ha provocat. Ara b, en el cas
d'individuar el meu coz la compressid entra com & gqualitat tactil,
com & sensacio muscular, etec., si és Que vaig escorcollant
analiticament; peréds en el cas d-individuar el granit aguestes
gualitats es trapsformen en dades d’aquest individug Tinalment,
gquan &5 tracta d'un moment despreocupat tot aixe entra com & dada
logica no analitzada que es decanta senss Uh pragrama estricte.

Tenint a la mad un estri gue xeca amb un altre cos, eis
moviments entren com a dades logigues i la compressid pot
decantar—-se cap a 1'individuacio del meu ©0s o poden analitzar, des
e 1'abast global, la situacid de la dada ldgica: llavors la
duresa, i.e. les qualitats tactils i musculars, es duresa de cosa,
d'uns cosa, per més que les diferéncies visuale o el record (o ia
repeticid) del moviment (tactil o/si visual) de 1 estri el
diferenciin.

Cuan xoguen dos cossos independents del meuw cos els creiem
durs, sembla, pergue hem aprés en =1 nostre contacte amb les coses
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que dos cossos durs xoguen aixi.

Llavars, independentment gue es tracti d'una dads d’'un abast
logic o que hi hagi una individuacid especifica de duresa, quan
determinem "una cosa dura”, determinem en un individu un dels seus
elements analitics, i hi ha agui gairebé una sinonimia entre "una
cosa dura” i "un granit dur”. '

Respecte de ‘compacte’i ‘snlid’ cal dir alguna cosa
semblant: 1°'ds de ‘compacte’ implica segurament la continuitat
d’aguest espai tadctil o visual, i per tant permet una comparacict
amb daltres realitats compactes. L'as de "shlid-” remet
probablement a quelcom que torna a contenir com a dada ldgica
qualitats tactils o sensacions motaores de 1 ' home: al1lo que @6 solid
no es deforma per la pressid o la compressie de les mans — i alla
gue no podem tocar ho creiem sdlid per 1 aprenentatge; d altra
banda fa les seves propies comparacions amb 4’ altres coses —— i no
ccal gque faci igualtats (ki ha «graus» de solidesa) - pEr més que
puguem dubtar en ocasions si es tracta d un salid (les comparacions
no semblen mai meres arbitrarietats, perd no son necessariament
igualtats).

L'afirmacid que £l granmit és una cosa tura, compacta, solida,
permet si més no gue analitzem els elements d'un individu. Perd
‘compacte’ i ‘s&lid’ es diuen, sembla, d'una realitat espacialg
certament alle gue no és compacte tambée & wna realitat espacial e
la Mex que & apropa cap al granit pot determinar molt
versemblantment un espai tactilo-moter -- gque diferemnciem de
1’espai tactilo-motor del granit - perd an general no el
determinem tal gual sind que entra en 1’abast de la determinacid.
Endemes hi ha arreu un espai visual: el granit en té en la seva
compacticitat i solidesa, perd resseguim 1l’espai visual per allé
que hi ha de visual i de motor; hi ha el pas del granit a ia taula,
o del granit a la paret, d'agui a la finestra, al carrer, al cel;
tanmateix hom no roman en el cami: entre el meu cos i el granit,
1a relacid d'espai es va determinant per les coses ue hi ha entre
nosaltres, com la relacid d espai entre la finestra i el cCarrer es
determina pels obstacles gue hi ha —— per aixo el cel estd en un
lloc bastant indeterminat (per me#s que hi apareixen les aus, el
fums, els ntvols, 1'horitzd, etc., que ens hi orienten);
indubtablement 1 espai té moltes dimensions des del meu COS, pPero
les he de resseguir: quan afirmo que no hi ha res al costat del




granit aguest res &z precisament incapscitat dindivigdusry e
guatre parets, el sostre 1 el terra individoen un eszpai psr la
relacia gue introdusixen ellis mateixcs. £ clar gue 1 s2sgal fn gnl
&g quelcom visual: 1a impossibhilitat d' individuacis visual no Ileva
la individuacid tactil i motoras; jo tamb2 toco 1 espai, 1 snsums,
I'gescolto, eitc., i per aizd l'espal t& dimensions wisgals i
tactilo-motares, i en cgualsevol cas es toca; s ' ensuma, s sscolta.
Mo suisteix d una manera no 11ngu;st1:a un S2spai buit parque Tora
ia puwra indeterminacid, quelcum gue hauria de donar-s=e sense
donar—se.
A .

L andlisli doncs de quelcom compacte i salid é3 I anadlisi dun
espal real: per exemple sembla gue hi hagi pstits granets, i.2.
petites coses solides 1 compactes gue es diferepcien en el granit
5i més no pel color; ‘color’ pot tornar-se a prendre Com un nom per
& un terme2 per comparacid amb 4 altres qualitats i colors —-—
‘granet’ 2z el npom per a un cos solid petit i manté una comparacic
‘espacial amb d'altres granets. En el cas de menveprear 1 estructura
granular del granit tindriem un esguema com 21 seglents
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considerar de manera independent aquella comparacid entre coses
dures o compactes en un estudi sobre la duresa o la compacticitat,
etc. Tanmateix 11 ' amilisi de la cosa-pedra conté d'altres moments
analitics que, podent-se prendre de manera independent com a colors

diferents d altres colors, tambe es B88Y prendre com a analisi d!ﬁﬂq“

individu, etc., i llavors e2ls moments de colar, duresa, etc.,

el granit (21 granit é&s una pedra, perd sols la pedra amb aguesta
estructura granular d’'aquests colors &s granit), que manté una
comparacid amb un altre granit. "

. .

Un individu doncs permet prou comparacions amb d’altres coses
d'acord també amb =21ls s=us moments analitics: parlem de granit, de
pedra, d'un cub, d'una cosa granular, etc.

D'altra banda tota analisi sempre és a recomencar, perd sembla
gue estudiem alld que és més rellevant (o que ho considerem aixil,
alle gue ens serveix per a diferenciar les coses 0 alld que &s Gtil
perque l'altre se'n faci carrec. Segurament no és cap ideal el fet

-d analitzar—-ho tot @ gualsevol moment t& 21 seu abast logic, és
‘dada ltgica, i no tenim motius en primcipi per a desconfiar-ni.

Per tant la reflexid posa en relacid tot amb tot, perd alls
gue no pot fer és superar-se ella mateixa perquée pel cap dalt

la&w“f*%s donac1@: podra apropar un blanc a un altre blanc que no és

exlrmem

igual, perd no pot apropar com a relacis visual (sense canviar 1'us
del mot) un blanc a un dolor. Hi ha obviament tota una gamma
d’'ambiguitat linqQuistica (quan deixa de ser guelcom blanc per
esdevenir gris o groc?}) en qualsevol comparacid (de pedra,
d"animal, de vegetal, de color, etc.), entre d’'altres coses pergue
la nostra capacitat analitica o discriminadora no és indefinidae
i pergqué les nostres observacions I distincions quotidianes (d on
prove el llenguatge que usem) sovint 2stan més en comnnexid amb les
nostres necessitats corporals i socials que en un estudi sistamatic
d'unes quiestions. Tanmateix, en la ped g que som capagos de
discriminar i d'analitzar —— o n"augmentem les possibilitats -—-,
la llei que regeix, sembla, és la mateixa que en les nastres
observacions i distincions més quotidianes: hi ha uni demacis
lngcﬁ -— hi ha ldgica -— i relaciconem els afers d acord amb una
tal relacid.

313 - El cas d’' «hame».

L' home és un cas particularment interessant d ' individu. D una
banda tenim que hi ha una comparacid entre aguest home i agquest

FL estudi de guelcom com «la neu &s blanca» en termes de «la
neu® i «cosa blanca» (cf.Boole, An investigatigon of the laws of
thought, pags.27,352) sembla doncs del tot correcte: 1 amdlisi d un
us ostensiu de les expressions ens duu a 1es respectives
comparacicns.

Iz
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altre home (i, si wolew, amb un HIMPanzé), 1 gue cuaslsswvo Fisnes
2 tant que reaslitat, pot tenir uma analisi, FPer tamt Thome’ o
treballa a la manera del llenguatge quotidia o &= 2! [Acun de
cadascun dels individus gue estem analitzant, perd no pressupoza
@n cap cas la igualtat entrs els individus {per més que hi pugui
haver igualtats): d agui que també =miguin prou utils 2ls noms
BYropis. .

Tot aixd implica gue 1l'anmalizsi d'un home ¢ la d’una coss
reals va havent~hi una reflexic amk el corresponent abast lagic o
donacid lagica., En gqualsevel cas la reflexid @z un fet, i1 no es
difersncia més gque formalment del sew abazmt: na cal dir gque e]
moment légic que analitza no t2 meés explicacid pergud tota
explicacid &35 una marxa reflexivae. En d altres palraules el moment
legic fés indefinible, imanalitzable. L, Tat quat,
ot Observi’s gue 1 avaluacid mavima del "io penso” f3 1a 4'un
qualsevol moment 1dgic =n tant que 2 hi determina ur hone o % hi
trobka en 1 abast: “ig penso" no pot diferenciar-se més nus
formalment de lz donacid logica de la Qual “Jo penso’ @5 un nom,
pero també és veritat que permet analitnar en 1 abast o aguestka
donacld toh trobant un home . un cos. Aquest home o ooz manta,
d'una banda, una diferéncia amb un altre home o LE: pErd tambs ta
una individuacid zingular, i per ailxe rep 2] nom prapi ode "sl omeou
cos” o "jo com a home” —— per aind la correcoic o la Incorrsccia
de 1'ds de " jo pensc’ depén c ebead ISgdes del moment,

"Tu penses" es diu també com a maxim en un qualsevs] moment
logic en tant gue &' hi determina wun home o s hi trobs en 1
Aguest home o cos oe pot tambd individuar, pers o qualseval cas
ia corrgccid o la incorreccid de 1'd0s ge 'ty penses’ desén aw

Rttt O ! momont .

Fer tant pensi jo =& pemsis tu, la refisvin a&as pEs g
injustificable; imexplicable, irgengralitzable, inestructurable,
indeterminable, stco.

shant.

516, L sstructura fa mrondsit dels pivralzl.
Loll.locats an plena oCupscis sscoresdladors de iz

Rienament Idcids doncs gue 'ls uzeos quotidians dels ;

d'unes mansra abpsoluts - I gue la nostrs andlisi tambs ge SOEG LTS

- podrien ara combiner ols usos pluralsz o alguns .:Lé; gusloom gus

onmivenesnt de cada nmsa (3 Vaprenentatge de

e deria lagica.

zole demana =1 o
moms ), anid la nos

e A MO 2NE SSra8 prou hil =S Mo, "egtructuara’ {o
telelisme logic' i: agaftsm pEr axamnle



3 teEnim prouw individus 1 diferénclies; perd abservem  gue
l'estructura no és la mera suma dgls elements gue hi troben, ni &s
un khﬁngemaﬁﬁﬂF te, aixg éa, 1la 5obredetermlnac%é de relaczﬂng (FDF
1 gus a3 e a historia de relacicns}, sind que en principi
"estructura’ @s un nom per a ywna sintesi {agui ia d'un ambit
extensidt, que enclou per tant 21 blanc del paper de termes i
d’entretermses; fet i fet els mots ‘estructura’ f "coza’ semblen
intercanviables en tots els casos gue sén noms per & sintesis, pel
gimple motiu gue tant l'un com I17altre sdn mote-jidsgusr (i gue
“totes les coszes sén estructures»): de fet les afmgkﬁggg delis mots
san diversas pergud, en una accepcid estrata, ‘estructura’
seguramant 8% diu d'un aplec de coses ja reconegudes {1 zstructura
de 1z guals Taria unas nova cosa), I precisament ons intersssa ara
el mot ‘estructurs’ en tant que “‘""*1 una analisi.

i
| s u‘: f-qmpv&tam“*’q' “ eau “-l““-"\{ sl

Llavorzs @l fet de tenir

(L)
{2

fa una estructura (de ratlles), els terses de la qual =90
individus. /& Dande doncs gus hom podria internrehkar @l nows
plurals com a noms 4 uns estrucstura (dés ¢lar que tambd soao sovine
mErs varbalismes! ), observem gue 1l estructura podria ser meg i mes

4 -
Kanriguidan per 1 anilisi dels iﬁdividug i les comparszclons
corresponanis: sense entrar en detalls és facil dp veure gue ==
tracta agui de duss coses f‘"ea, rﬁﬁm_c,ivament continues, oue

gspectiug extrams, ato.,

gegualien cadascuna wna dimensid, amb 213 r
i mintesi de l‘wwfrhuvnaa

an per tant les respectives sin .

parmeten wuna anilisi de les ratiles rectilinies i

Afegim une vegada més gus no bi ha agui concepts

Z intanta copssar alguna cosa diferernt de (1)

ratila (1), i1l ha relacid entre Ja ratlis (37 L la
B

I
r‘ =
]
]
-
iji
L
i
7]

Ted-

comnphar ratllss, etc. | aini la igualtat de noms

Togpual i inacicons na formalss dism gue

tguainant (1= 23 hraecta pel cap Baix d7

oarlar & Eas znviﬁtea de 1lur nm?“u"ruru des dels »
mistory de la id it ratlla es pot rescldres o

“

cap oaldt oper ia
conserlismnia de

ra e ratlles (g1 no dgs wna

Hna ratlla pot entendrs =, pee o s st N - W

i tamb® com un iﬁG‘”‘dh gquaE entra en tura de les rabtlles,

Lomn un cas Loen 1'aitrs lCandlisi on trabe eloments 4 ol IR R
alamenits, r@:gank; ansnl, Ccosa gque es poodria trasllsadar




\‘9'3 Al

'.oc'ﬂﬁ'ﬂ. a'd'

L
PeLEe

un qualsevel nom (Wnsa cosa durs L1 Testractura de coses duress,
smte .Y,

Tout i adixd 17 abast idgic d una Rmnhqa% estructural no ga
indeTtinit, cosa per la gual la sospita ; s : v Yz tonac i
ldgica ha de recolzar-se wem—d—wlires foboy per euxe nplﬂ Tque  hon
records, en un moment donat, d altres individus; al Fecord @s un
fe2t 1 no sempla Lenir massa explicacisd, perd adonem—rnos quae @] pas
raflexiu de recotrd a record no impedeix 1a limitacid de 1 abazt en
cada reflexia o en la sintesi possible, com la imaginacid més sagag
no manté sintesis indefinide=s. FPer aind els usos plurals contenen
tantes vegades afeccions {linadistigques!.

§13. La sintesi i 1a relscit ao depensn del cas.

. \mtvo, . ; . . ,
M 2 he de m&a&avalmrar gn cap instant la donacid o 1 abast

legic, certament prou fluctuable des de la relavacid dels moments

Feflaxiug despreccupats fins & 1'analisi escorcolladora. Juga un
paper considerables adbuc en la imaginacids pergué Iz ldgics
movent-ze en la natura entreg moments sjnf tics, analitics i
dezpraocupats, 1 =n gualsevol cas hi hae 1 zbhast o donacid léagies
que no &5 pot reconstrulr pergud ds un fet, la imaginacisd daeternina

Tamieé ﬂ;fﬁrﬁatum“mdﬂPFt o & través diun treball analitic 1 sintatic
quie perast uns certa recreacid, perd btambg oasgui =2ls limitz: de
- mﬂéllﬁl rauan gue Bl oha un absst ‘&gjc. Far  tant  hom  pob

,.:

analituar prou la realitst en gualliatsz, perd tan danat = &
gqualitat {que &2 dada logical com Quaiswvnl #itre monent.

En una direccid totalment gposada s Sraurd potsesr gue 1a
sirtesi 28 un Tet del camp. Sra bé, tot depdrn de 1°ds gue bom Taoi

dal mot ‘camp’ s peErgud st ose’'n fa un ds sindénism, llavors ssdevs
eviaﬁn» 1ue la sintesi és wi casap. Farad Lno oompirtaria 1a

a
canp 8l Tat gque la unitab fos spaopre vg
gue =1 camp s5igul un o Gz 25 mantsd indetermins
guar reflexionsn 20 la desprsocupacias la miradas =@

Aliina unitat favlla d'un breos de ratlia®alas de ratlla?ila o

de  papar 1& e 3IextensisPila de Piesapail wisual 3
visualTola dunae realitat ulrbul ¥ L
nzu;iﬁquw Hdﬁ 3 LJTL-L”"“ fos dades Idgilgues del o= ahaat, Fayr

I T s Al

Tampns Lo
e siatesi i
tge gus 1T abeet o une
IGFLe e
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Tot i aixd encara s’argldira que, certament, no es nega que
l1'abast o el camp no esdevingui un més que per ) explicitacio
d'aquesta unitat, perd que tota unitat, relacio, etc., #s una
explicitacio de 1'abast o del camp logic. Cal respondre que,
efectivament, podria ser-ho, perd com sigui que 1°abast pot
esdevenir un o polts (les individuacions d’aguest abast), simple
relacio o un joc de relacions, aixd implica que la implicitacidé de
1"abast permet més d’una manera' d'explicitar, i.e. possibilita
apcions varies, Per tant o remeten a una lectura 4#magica» de
1'implicit o arribem al final: que gll no déna la relacid o la
unitat.

' El cos, é&s cert, fa de mediador en gualsevel activitat, perd
l"afer no lleva gue la relacid 'A'/'A°, per exemple, no descriu
alguna cosa del cos: sembla que no cal discutir gque, mentre
qualsevol relacid es fa a partir d'una situacio natural, la

‘deseripcid de la situacid matural no esdevée una descripcid

-

-

neurofisioldgica del cos, alhora que gualsevol descripcid
neurofisiolagica no és l'activitat d'alld gue es descriu. D altra
banda és prou versemblant que una gran part dels esdeveniments
determinats per 1 home (en la relacid ‘A'/'A° com en gualsevol
altra determinacid) remetin la nostra curiositat a les condicions
corporals, pero el valor cognoscitiu de les determinacions roman
tal qual; veurem més avall gue 1 oportunitat de negar quelcom és
urn fet d'aprenentatge, perd la negacid, légicament parlant, no és
una questid antropolagica; la neurosi, semblantment, remet al cos
com a condicid, perd la resultant té el propi valor cognoscitiu,
etc.: no hi ha res en el coneixement que faci dir «é&s upa qliestid
del cos» (excepte quan s parli del cos), cosa gue no implica que
no sigul el cos que ho hagi introduit en la reflexio.

. iCaldra admetre —— i tornant-hi ~—~ que la relacid entre'd i
A es la constatacidé logica de quelcom ofert pel camp? Sembla
indubtable gue ep relaciona en el camp visual (a2qui) o en el camp
tactil (la ‘E:‘ié‘.és.x_é entre alld que toca un dit i alld que prem un
segon dit, per exemple). Perd que la relacid treballi en el camp
segurament nNo comporta gue sigui el camp el gue fa la relacios
perque el camp no compara: gecadst si més no la igualtat entre'A' i
A‘no estd en un terme ni esta en l1'altre; la igualtat exemplifica
eficagment alld que @s valid més enlla: que la relacid entre's i
B'o entre'A' i el blanc (del paper} no es troba ni en un terme ni
en l'altre i que el camp ignoraria pgr se la relacia.

cCom s’ introdueix des d’ aguest punt de mira la impressié que
el camp podria resoldre la igualtat i la diferéncia? Doncs pel fTet
que una relacid descobreix la contigliditat a tall de dada logica
(de 1'abast determinatiu); no havent—~hi reflexid sobre la reflexid,
la relacié de contiguitat s’ocupa només de la conptiglitat.-.
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5131_ « Bgbre els propisits lingiistics.

Ens agradaria afegir d unas manersa una mica més distosa una
neta sobre 1'4s ¥normals del llesnquatoe gue pot ser ostensiu. Per
gue per exemple anomznem quelcom, Tfins L1 tot estassivament,
"pirita’y o ‘pedra’, o ‘coss’? Sens dubte hi ha un elzmnent de
comprensit que ancmeni guelcom per un nom { "@Birita’ o “wvarmell” .
‘moss’ o ‘gualitat’), sense mék, per un proces d aprensntatgs
{posats que aixd exanligui alguna cosal), perd uns tals fets no
explicarien que usem un nom 0 un alire, quan de fet en prodism usar
de plurals fipus, i precizament per al mateis fet extralingiistic
{oc de plurals tipus en plurals registres qQue no remetrien a fetc
extralinglistics diferents), Hi ha aqui, sembla, uns propasits del
parlant {(gquelcom gue no superaria un cert graw d afeccid en prou
caszas) i una contextualitzacid del dialeg o del momdleq, proposits
A wontextualitrzacid gue orienten el discurs, i hagi  afers

stensius @ no. '

Fera sembia prou dificil o' ¢explicar» ftots els «propositss i

les deontextualitzacionss: &s possible, L només com & svxsaple, gue
l'ﬁf d'un mobk o Jd'un alitre ohesixi a3 la necessitat de feopr

i 2l comparticipe {objecte del nostre discurs (sl tost
sobre la barana @8 a punt de caurerl, o Al proposit de  no
garticularitzar {¥dz vegades raupn coses des de les tarrasseshl,
g no saber com anomenar gqueloom pergud é2 setrany (o per poabrass

linglistica), stc.

D'altra banda es fa palez gque tobt aixd $ incardina sn el
domini general de la llengus, gue la fa uma eina o alla gue Lamibss
gEmeniten com & dproposi +a» del periant, &5 & dir, gus =sguests
desengadensn un discurs gus «va de si® 1 gue, gquan trebalia amb
normaliftsat, els desplega, de tal manera que podesm adisctivar de
Kllrgukghiquezn les orientscions de gul paria, indspendentment Gl
i hagi guelcom ostensiv o no.

L oablhora
der  recaurs

Aguests assumnptas tanen prow interdés eon si matmi.
B TEren e mualsevol discurse de s cidncia
recessdrisment #2n uns tal usgs linglistics fips 1 totb JUET:  maddan
wEr gntensiasg pEYS . una part deportant de s seva  prasia
tarminologla s baga en @l dorind dels pronGasits ] i
ingiiniiques tal 1 com bho Vienguatoge quotidia
r3E mpi@, UsE  De E &queihum
ITdgicas, . = g Enanpil

)
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aixd gbhsti gens i omica gue no hi hagl gaber, ni cidgncia, =sonse
Liur aportacid, pel simple motiua gque zom homss.

Tanmateisx adonem-—nos gue ng ocomentes res g T = 3t
implicit en l2s nostres rcrﬁlua;aaiana antearlars; gu 33 Tienguatas
T ll"‘. ui ia Seva e a wirtuts i anzament & al ca ia la A
i L propia ¥ ke 1 p toa p ]

aitra manera de tenir present un fet antropcldSaic, gus doninsm oo

dominem la rezta del nostre cos (els moviments dsls bragos, la
coordinacio de totes les seves parts, eto.), que 9va de =i =i Lles
noztres sol.licituds enmig d'un context po linglistic d'altve

homes i de coses, guan edercim una activitat literaris. cientific

o quotidiana: pariem 1 paEnszem mentr2 la dnostra wvida® s st
egupandint en els afers no linglistics d'una mansera direchka o
indirecta,

$14. . bwe @s 1 euperidncis?

A tall diexturs i prenent ung direccid de oep oa gap diver:
valdrism ategir aixi matais una nokta sobhire la poszsible consti

dels afers pero=ptius.

Er afect& aftirmen gue ol noshre

TS g un tros de pirits i

e el o e it e a "
fatszs donats mE o

ta fets donatsr | axpr = sl
R sz cosa’ Lnbe i

1'&= prE ]

{ noy smple davant

&_D gue pmdr{Wﬁ

aer oa rabhlar 2l wvaloy 3

conjunt una qual%mvml mp@r

tant gus =2intesl, relacid, st

= 'hi womoronmetzi-cia tamzd ol

trebaila corun 5 Bal, i.:2. 1 abacs
“demanids ihnios’
filosdflica) ot motb ’h~pmrx¢
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la significacid del mot "cos’ {(guan 1 usem o una manara o3
no cantg dones cap de les seves digressions, Bind
1'andlizi {una nova digressid gue wvaldria duna manera absoluta)

tindria per afers visuals, téctils, passianals, =tc., prosents.

o

Tot aixd suposs en sfecte gque L'euplicsacid sempre &s un altyrs
moment que l'explicat o, si voleu, que ‘explicacid’ i ‘suplicat”

]

s0n noens per a ditorsnts moments. Perd llavors, praguntarie
que usem uns tals nomsTino hauriem de considersr que 1° @M
ve motivada per alld explicat? La resposta no és simple pergu
tants vessants plurals com plurals =sén les explicacions: ens
Cclrcumscriurem doncs & unes poques glestions:

il
L]
=

Dalt deiem gue la significscid (putensival del mot ‘eos’ g
simple 1 shsoluta —- si voleu: gque la cosa gue anomensm @l nostere
F3 'i

cos’ @3 dona tal gual {hi ha una tzl donacid, posicit, =te.l. Ara
be la digressid gue mena a 1 gnalisi d'alis gue conts 3cament

lag
i dune marnera praamnt {visualtat, afers tactiisz, otc.) €8 com &
&

motivacid gl propl contingut logic del nostrae cos Bresmat, aAldG as,
l’axper i 4 malgrn+ gue zelse la podem indicar & ti "
@27 ftant gus et 1'analisi, etoc. (la motivacid €s unas
emgllcacts;u cantd els aters semblen Jja prouw clears.

Far tant 2rainacid dal nostre ocos wal O una
absoluta 301 B SAN Lnes wl g Heterm i o
oom & guestld Ly el taranna adtomiatic ds
nostre cos (dun tros de pirita, diune tasss, oo,
aquasta facllitat {(per tant la prapgia detmrainacit com un
tall de smotiu, menx ls reflexid = dar~go oxpl ;
# griestid de fat son capagos de recordar i d
circumstancies: les sxplicacions de 1 aprenen

#agulrien ane tals camins.

icacions,
8 rprodtoir
tatge o de §F

Fard alxi 1 tat hi ha un a&ltre an  la priols

danarmanatxé del nostre cos hi Rauria un o Eot% a8 ﬂ?dfi1
amgsnyalar per Mandlisi, pel ¢ :

@xpecimnentant 2l cos, “sabriesm oques
Tactor gque, &5 obvi, Mo viuria
reflexionsg gues mobtdva:  per banth

conhd com de les
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Rergue no podesn pas pretendre que no
A,
&

mtingut ldgic o gue e ens sigul da facil. Perd duns
farcigy sembla méz aviat uns passid, car gualseveol
»al duna manersa absoluta 1 oo deuw res & les alires.

Fard  entre totes les motivacions (i les gue vindran
zlindicarien aixi & pariir de 1 andlisi que les descobraix, malgrat
gquea ¢jia hi serien® logicament) n'hi ha unegs de particularment
importants: en efecte les neceksitats dels usos  lingiiistics
introdueixen encara noves consideracionz si és que no volem caure
an Lrou paranys, com gigul el cas gue un G lingliistic conte unae
foermalitat 1 uns afeccid. El mot "afeccid lingGistica’ ( ho hem dit,
implica zols sguesta alteracid per la qual una forma és un mot de
iz llengua, un registre, etc., t% significacid fins i tot sense CEp
eement ostensziu, eto.

dPer gué afirmes doncs gue els afers linglistice poden
1ode bell cou les nostes consideraciomnzs?.Doncs pergqus
el gqua usam un mob, landlisi o del sew gz {(una diaressids
: gir—hi wuna forma i una afecoi perd ls

apag L ¢ idhs
Eooia d#s 8115 gue ezmentem com & Csignificacio 1ing

Toos’ dluns manegra osheansiva per o al asu
car wolzs hil ha une significacis pel
e datarminacid, senss problemes dongs

iflcacid mo linglisitics
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nosaltres podem certament dlrEF@ntlar BECOrcos, perd llavors i he
@indg, uwna diferéncis.

i d'altres paravyles: una qualseovpl cosa 85 un Fe=t ahzoiuh,

com he @5 una cualsevol operacisa légica, 1 1 exuperiéncis pressnt

#e'ns liiwrs sl gual e=®, Fer tant gquan ens procuram e us

By ropasit de la fznpomenologia =dén rou suggersnts els
Rrrop =]

segliants nots: «Hom sap que Husserl, seppre inclinat s considerar
la percepcia com ei model més esminznt per z les sactuacicons de ia

cognsciencis, ingisti infatigablement en =21 fet gue 1 motitat gus
“ve dongda’ en . la percepcig és 1l objecte mateix (Ydar Ssgenstacd

seibst], en termincoloigs de Husserl), per bé gus alla gue en ve
donat gonsisteixi, tan sgls; &0 wh aspecte parcial de 1 obkiec
gasent-ne nomes on  abrewjament que mai no  podird contenir
totalitat dels seus tywis, Succeeix, certamznt, quo o oas i

oue eedeve significat _es thba representat en_alld gus W dan
s bir cada cop gue Husserl insisteix en aguest es a# = e

Garpda trivial —- co coses, oh 21 fong eshd revelant R

gRelaisc ambigus envers la nocid d "auto-donsod
arkicilsay la seve quasl ohbhsessid nel orodigios maETE
peraeghiv, Husserl sns déns a entandre gque ia =gea
dirsecis a 1 "avto—donacia" o "Gelbstzecsbenhsit!” &=

akt gue diuna banda glenaltoix la fumeid
d_altira band ' it dindis
ﬁgiigﬁmgrqgh;' £ E iat L ante nent dolzle
Justifiocs Huss AR de conraar
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&il

ostaensiu dels motz som wn una determinacis absoliuta,

LOSS gue no
implics que ia gsignificacia d’aguell mot ne es pree

anaiituzar,
Coanalitzar tal Gualy i alhora guaiseved #ndlis;
T o2l pros i els romtres d'alld & partir del Qusl gz analitza (i.a,
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SOBRE_ L' ANGLISI.

Els esbossos sobre els lligams entre légica i llenguatge gue
hem ofert fing ara han de perllongar—-se amb algunes consideracions
sobre el paper 16gic de la negacid o d'altres construccions
lingiistiques, tenint ezpecial cura de la circumstancia [jue s ha
cregut fque una part important de la légica (i de 1‘anAdlisi) estava
en- estreta connexid amb unes tals operacions. .

fEO. Megacio i afirmacid. Veritat i faleedat.

r I3

1. Agafem les paraules no i ‘negacid’ (i ‘g4’ i
‘afirmacia’ ). Una cosa com

| (13}

nomes admet aguells sianes quan es parla. Una determinacie on no
hi entren mots no és ni afirmativa ni negativa.

Hom experimenta una certa repugnancia a determinar (tenint

present (1)) "aixd és blanc". Hi ha també sens dubte un fet
extralinglistic —— que per _se no és i negatiuv ni afirmatiuv mentre

s'hi usa la llengua: ia incorreccio lingliistica no sembla provenir
del dibuix abstracte ni del registre pres abstractament, ni sembla
proveniyr de 1la relacid entre 1°'un i 3} altre (en principi qualsevol
forma hauria de ser correctal; 1'experiéncia de la incorreccid
prove versemblantment de 1'aprenentatge, sembla un toc d alerta de
1’ aprenentatge, com un error en el moviment de les cames ens alerta
sobre la caminada. Fodriem concloure dones que ‘fals' o s‘usa com
a4 mer registre o com un nom per a una tal experidrcia.

Per als altres casos tenim

(1) "aixde &3 blanc” (fals)
(2) "aixd no es tlanc’ (vertader)
() “aixd &3 negre’ (vertadar)

i fals)

B ¥ 8 @

{4) "aind no és negre’
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on ‘no’ remetria a un afer‘d'aprenentatge de noms {fixem—mos que
usem ‘'ne &s blanc’ en (2) O gue 10z ‘fno és negre’ en (4) =
prperimentat amb aversia)l.

fA banda gque tots els mots seqglent poden ser registres, mentre
‘afirmacid’ sembla tambe un nom per a formes com ‘aixd é&s blanc’
(i 'negacith’ per a ‘aixt no &5 negre’ ), repetim gue “veritat’ i
‘falsedat’' semblen també noms per al «hon ds» o per al ¢mal us» de
les formes, per tant remeten a 1 aprenentatge, i es diuen en una
experiéncia que depeén (agui) ¢’ afers linglistics i no lingliistics*.
Despreés hi ha moltes maneres de fer registres lingliistics, com en
1'4s de "1 afirmacis gque... ", ‘la veritat que...’', etc.. on podem
forgar wuna ostensivita (de 1 absencia de ‘no” a la forma, de
sentiment d‘aprovacié)ikﬁireu que quan volem disputar sobre 1a
veritat i la falsedat no creiem pas estar escatint sobre els bons
usos o els mals usos de les paraules, perd agui &5 possible que hi
hagi algun epquivec en la mesura gue no diferenciariem prou el fet

‘extralingidistic en qliestio i la nostra afeccio lingiiistica en

determinar-lo: o bé& en la mesura que no diferencidssim prou eis
usos plurals de ‘veritat’: fet i fet, sl les determinacions
silencioses no es diuen generalment vertaderes o falses, la Ilengua
permet 1'ts de ‘vertader’ per a experiéncies colpidores, per
exemple, o no hi ha cap inconvenient gue usem “vertader' i
‘veritat’, com usem ‘real’ i ‘realitat’ ('é&s’ i ‘esser’), etc. Com
comentem sols cal precisar 1°iUs que fem dels mots.

*lavors no serien exactes en aquesta accepcid les paraules de
Quine quan diuw que «“aguesta ascensid a un pla de referéncia
lingUistic sols & una retirada momentania del mon, pergue 1@

predicacio de veritat &s gtil precisament per la cancel.lacig de

la refersdncia lingilistica., La predicacid de wveritat és  un

recordatori gue, malgrat 1l ascensié técnica de parlar o enunciats,

1z nostra mirada esta posada en 21 mén. bLa forga cancel,latoria de
la predicacid de veritat s explicita oo el paradiama gde Tarsici:

Les margues de citacid son les que estableixen la diferencia
entre parlar de mots i pariar de la neu. La citacid &= un _nom o un
gounciat gue conté un nom, aixd és, ‘la new’, de la neuy. Anomenant
vertader 1 enunciat, anomenem blanca la neu. La predicacid de

veritat &s una estratagems per 3 deixar de citar. Fodem afirmar wun

enunciat simple amb =@ mer fet d expressar—lo, per tant SENER
1lajut de la citacid o de la predicacid de veritat: perd si volem
afirmar algun grup infinit d enunciats gue scls podem dalimitar
pariant dels enunciats, llagvors os fa servic 1a predicacid de
yeritatr», a Philosgphy of logic, pag.l2, cf.io—14. Sols 1 us
d’""afirmar’ i de '‘negar’ es retreuria del mén per un moment per a
considerar (quan no s’ usessin com a registres) el llenguatge; sobre
Tarski, cf.més avall.
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2. Afegim una breu consideracid dels usos de "no’ : estudiant

‘aixd és blane o no és blanc’ L

establim la incorreccid de 1'us 'blanc’ . pard aguesta incorrecelis
es converteix en 1 'estiblement de la correccitt de 1°us de 'no
blanc’'; &

L]

"aixd ém negre o no negre’ |

establim la correccid de 1'us ‘negre’ i la incorreccid de 1°'wus ‘no
negre’; puc anar repetint el joc i en qualsevol circumstancia uso
un nom o un no nom: en efecte €] principi de no contradiccio com
& tal és wna generalitzacid lingiiistica (§ 24} 1 s'exemplifica en
els casosd i de manera paral.lela el principi del tercer exclos
esdeve el truisme que el joc del principi de no contradiccid esta

- entre. el nom i &1 no-nom, simplement™®,

J. #s clar gue guan no usem el llenguatge d una manera
ostensiva el «bon us» i el «mal Gs» dels mots no pat trobar-se
enmig de l'experiéncia linglistico-ostensiva: en afirmar gque «és
tals que el meu germd es digui Robert® no cal que @ imagini 21 mew
germa, i més aviat la senténcia reflecteix la incorreccicd de «el
meu germa es diu Robert», perqué sabem que «el mew germd es diu
Carles®?, aixd é&s pergue hi ha una saviesa lingdiistica — =i voleu:
urna conducta linglistica apresa ——, i la falsacid d'una altra
conducta &= llavors agui el palesament d'una incorreccié sols
linguistica.

Ferd els casos poden ser plurals: aixi com no cal quUEe sempre
pensi 1'us d afirmacions i de negacions a la manera ostensiva, de
fet tot allo fgue estd aprés i és3 ja un afer lingiistic o formal
sals és correcte o incorrecte en tant que correspon a allé que hem
apres O que no hi correspon: és fals, per exemple, Que seixanta-—
gquatre per vuit faci quatre—cents vint-i—guatre pErqUe fa cinc-—

“Notem gque la negacid del principi del tercer sxclos per part
de lintuicionisme matematic (Erouwer, Hevting, etc.) nega que el
principi sigui valid, no per a un cas concret, sind per a wn

pepsament lingdistic (p.e. 4iots els nombres realsh®, etc.) i, en
general, per als afers matemdtics compromesvs en suposats ipfinits
actuals (cf.per exemple 1 article Consciousness, philosophy, and
mathematics, del primer): 1 ' escripal tanmateix sembla exagerat si
atenem que (1) podria traslladar-se a qualsevol indret matemitic:
qualsevol reiteracid indefinida (d'uma operacid o d'una série)
esdevé un  recurs lingdistic i (2) el principi essent una
generalitzacid linglistica, i.e. pensament linglistic, ne té massa
cap de negar—lo per a un altre pensament linglistic per més gue de
fet no pugui investigar-se en tots ele casos particulars, car aixo
equivalidria a deslegitimar @l caracter practic de tots els recursoe
linglistics, incloses les generalitrzacions, de no importa quin
lienguatge. :
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dotze. Certament els pros 1 els contres d'unes tals caonductes
lingdistigues sdn 2ls de tots ols registres en conjunt: mentre o=l
prendre 28] seu is tal gual, de veEgades &s possible de fer ostensiva
Latirmacic ola negacit: &s mé=, en agueta accepcid un hal fer
aztenziu #s @) gque garenteix 1l encert o 21 desencart del discurs;
tamnmateix daltres vegades no 3 pot fer ostensiuv, 1 ilavors s
tracta o' una conducta merament lingidistica 1 formal. gue és
correcta o incorrecia, 4 illavors la gorrvreccid 1 la incorreccid
remet, si otenim atfanvs investigadora, als motius pels guals ftenim
per corrrects una tal compducta linglistica (per gqué, per oxemple,
seixanta-guatire per vuit fa cinc—cents dotere), 0 bé remset al nastie
desig de teniyr per veritat unas determinada conducta {(<per un punt
axterior a una recta passen duss paral.leles?), i en aguest darrer
cas , perllopguem una activitat gue ja dominem préviament, &= g dir,
zabem ja que el manteniment d un enunciat comporta gus No puguem
mantenir alhora 4 en  les mateixes circumstincies el B
coniradictori, eta.

.

No cal reduir doncs uns uwsos linglistices & uns alires: el
principi de no contradiccio val ' 'wna manera absoluta par als usos
ostensius del llenguatge, i val d'una manera absoiuts en les
canduoctes lingldstigques, i tant an um iloc com e2n | alire remst

{(vagament}) a 1’ aprenentatge.

4. Cartansnt prouw Tildsefs han fet un s del mobl varitat’ =
la manzra comn nosalires usem 21 molb “real’, 1 —— renstim-ho —— St
tal s €s dol tob valid.

at 1 aixd haurizm de procurar, sembla,; de noe reduir fampoe
tins usEns del met Tveritat’ s dialtres, con per exemple fe =l propil
Heildagoger 20 preandires 1us del mot wveritat’ com a descooultacio a
partir dels sltres usoz del mot en 2l llerguatge. gquan diu:
___________ aud =" =antdn o una maners quoatidiana per dveritais? fguesh
mat_ dyaeritaty, dl.iluetee 1 fambé os=tat i gairebe buib, osmenta
alin qus_ fa vertader guelocosm vertaders, Qud de guolicom vertades?
Rigm, oor swemple, e wun yepritable goig de ool iaborsr a die s
igrme v _hrembsaslivr, Yolam obirs Se ooy el puar. rend -
yeErtader o5 el que éa rasl, Fosr siud parleos
difereancia el fals, [ 7oey F S 10 @e mmalaent
@2 _una Saparensan
contrari o'alid
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veirtaders o

gual ens el ser segaons 13 sE _ i . .
ia meaws Fealitat aixi o a;t1amuwt, bn anunclat s vertaﬁﬁr =i &l

que @sments 1 odic gstd d acord amb la cosma schre da gusl ensincia.

Tambeé diem agud: conoorda. Perd ara nog concorda ia cosa, sind 1a
progosicid.

v

Alle vertader, siqui una cosa vertadera o una proposicid
vertagdera, &8 a1l gue concords, s1llo concordant. Ser cestader i
veritat signifiquen aoui concordar, 3 certament duna maneras dabls
d'upa  banda 1'acordanca  d'una cosms o amiz slld gur s ssmgnha
pDreviament sobrea aguesta. de 1altra 1estar d acord d'alild
gzmentat en 1'enunciat amb ls cosa»™,

. Pergue un or verhader, un goig verbtader o una proposicid
vertadera no semblen pas una sohcordancs entre KCQEW%W-G entre una
cosa i alld gue ssmenta i Wﬂtﬂﬂlat, car ﬂau?}l?s =rMINACIONS 0
contanegn agueshtes diferanci « Prgeptads s i i
=5 pregunta per la interna Que-ib‘litat 3 agumst
o 1 erunciat ha de re-preseniar. pozac davanit, ]
vartader 23 alld dit, 2118 gue s fa patent, gue
der ta veritat {(of. pa 2. 1801821, anix la gusl <
aagon Un del terme o ritat’ {deisant ara la
astensiviiat, car sembla sgud wna afeccld de propgd
ind dEg Exoressiverl. I les cosss: no ovan
ta neo i
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veritat, aixo @5, construir -— amb referéncia a un llienguatoe donat
~- una «definicid materialiment adequada i formalment correcta del

terme ‘enungiat vertader ' »® i que caldré per consegient la cerca
d'una collsa de termes gque siguin intercanviables amb “enunciat
vertader’; perguée, com a primera passa, considera el concepte de
veritat en el llenguatge col.loquial a partir de la segiient
definicid semantica (cf.pag.l153):

a

{1) un enunciat vertader é&s aguell gue diu gue l’'estat
dels afers és aixi i aind, i 1l estat dels afers &z en efecte
aixi i aixd,

que: creuw que mes o menys reflectein formulaciona anteriors. com la

seglient d " Aristdtil:

, “dir del gque &5 que no és., o del gue no éﬁ gue €%, &5 fals,
- gentre gue dir del gque ¢c ague és. o del gque no gs gue no és, &s
veritat» (Metafisica,fl ,7,27).

Tarski passa donts a donar un esquema de {(1):
{Z) % és un enunciat vertader si i sols si p

on ‘x’ pot ser subsituit per un nom amb marca de citacridé {per
exemple ‘neva’) © per un nom degcriptiv-estructural, amb el ben
entés que per «nom» s entén, en Tarski, tant les marques a la drata
i a l'esquerra com 1l expressid que es troba enmig, expressid gue
@8 l'objecte denotat pels noms en gliestid, en e) primer Cas; gue
per «nom? s'entén la descripecid dels mots gue componen 1 'expressid
denctada pel nom aixi com els sigres dels quals esta compost cada

mot i l'ordre dels signes i dels mots -— i on jn) pot ser
substituilt per un enunciat, per exemple

(3} "neva’ é@s un enuneiat vertader si i s6ls =i neva

{4) una expressid que consta de les quatre 1letres EMNA,
Es VE, A (en agquesta ordre), @s un enunciat vertader =i i sals
=i neva. '

Fero la presentacio d agquest autor sembla dificil d° admetre pergus
no és versemblant que en dneva @5 vertadery® ki hagi un altre afer
particularitzat respecte de «neva” més enlla d’ assumir la correcid
(en aguest cas sembrla inevitable) de 1'experiéncia
linglisticasextralinglistica, aixd és, de "mnevar" (gn el nostre ds
da les cometes). En efecte podriem trobar dificultos de justificar
en {neva es vertader® 1'us gque fa Tarski de les margques & la drata
ia lesquerra (‘neva’'), és a dir, la contraposicit entre 'neva’

“El__concepte de veritat...., pag.l52. Es guarda ai ilarg
d aquest punt 1'ds gue fa Tarski de la cometa a l'esguerra i a la
dreta de 1l expressid gue se cita.




Tarski de les margues & la dreta 1 a4 1 asduers
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marguas de citacid poden ser functors; 1 argument dels guals gs una

Fiable enunciativae 1 2le valersz nomz  amb marcse de citacid
g enunciats, perd craug gue agquest procediment no svitas ) a Lrdymia
del mentider. En sfecte oreu molt dificil de —onstriiir una
definicidé samndntica de 1 expressid fenunciat vertadesrs @0 hareotis
amb les lieis de la logics per als usos del llenguatge col.loquial,
i ia prova més fefasnt es trobs gus la seva universalitst permet
antindmigs com la del msntider.

[ Y
Fins aqui difeririem de Tarski en 1°0s dal mobt “veritat’ an
el llenguatge quotidid segons (2), (31 1 (43, 1 & {3) i (&)

i
intraduelx problemes gue no 23 derivarien del llenguatos quotidii
{per a la funcid, cf. 5513 2s. ). FPregusm ara la paradosa del
mentider; Tarski, seguint J.Zukasiewicz, crewn gque es oot formalar

&n

aini: sigul "¢’ 1'abreujament tipografic de 'l enunciat imprasz

aguest full, Tinia satzena des de dalt’. Si temim
o’ C ro g% un enunciat vertader

—

liavors
{exd C o8B un enunciat vertader’ @z idesrntic a &,
=

aguint un ssguema com (22

t vertader’ ¢ un snunciat vortader

"
=
enunciat vorhtadsr,

Loo#s un anunciat riader €1 1 sols sioo omo &5 u;
enuwnciat vertadsr.,

Pmrﬁ {a1) no sembia un tractament
{noaaltires o iEEm LﬁﬁlmttﬁTaP 2y 4
&neva§5 oEs

quw
trebhar
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peErd alxd no smria un probizma del lienguatge col.loguial, sing da
la nostra intersretacid 1 cal recongidyer potoer dgue o1 mEnguatge
guotidid fa méds aviat guelcom gue 8 apronae nds a la teoria dels
tipuzs. El llenguatge col.loguial pot permetre; @3 carb, g2l
paradodal ; perd només gue un hom no extrapolgs nasss el valor lonoic
de les germgralitzacions ja no hi hauria aar&daxaﬁ, Ga mansra
semblant destic mentinty zols sembla possiblia en els diilegs de
cada dia =1 hi ha bhagut alguna swnténcia alrans, car ‘meEnhir’ com
‘fals’ es diuven de les exwpressions s guan no s hi ha avantnosst
res, 1l'oient sols té un ¥estic mentint?, par a8ixd oreguntard gud
havia dit abans pergué, sense res avantposat, esdeve zemblant a la
sil.laba d'uwn mot poligil.lab;: fet i fet sembla que hom =’ adeoni que
hi. ha umpa ceria contorsid lingdistica en 1l'estudi de las
consegléncies d ' aplicar sobre estic mentinty, destic mentinty.

.
sebre la taula que no &3 passible una totalitabt).

Ve nz paractrd de fer algunss comentariz o' una MEARTR dl;ie:.

ia tall d hipbiesi: &5 possible gue una investigacis ds

la pnistgria de Jles pa:ado s contemporaniss (1

canceptual tambse de les antiguaes) d;auér A admetire nus

comp : g2 dels conneptualisnes

dels o HAS F'unm Ganda ez fa

CrEuTe " sevigzanent la paradoxsz

(ef. & 3D pargus 2l concepte Jd€¥inlt hauria
ingondicionalment: la paradoxs forgava wha rectificacid 33 i
(la tzoria dels tipus representa doncs ung roctificacid - =
gluna perspechiva molt méds verbalista 1 prou prageitbics =1 walor
drun argunent no vindria necessdriszoent  clroumscirit o per la

prvdicaclid, per hanit la pmrndm,a o sEria wn cercls vicide, ﬁiﬂﬂ
un gernul problesa logice-filesafic (el lector recordard per e
| 1 rwpxﬂaa de Quine = Paurc*r& o @l% primners i
thagry and Ats logic). Ailwd éx, la pul.lulacis de
mm;ur T :Dngﬂ&“@naxa d'mn gupsslt corceptualis

netruccionisme gue fundaria o oun 11 .5
rapetidanent, tant Der als llenguatges ool
diar’ﬂli = matematinguaes, que les Folramlas
g io g e aprds . i rpaa
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Fedirizm potser resumir de la segient manera: (1) “wveritat’ i
"falsadal’ =00 noms que afegim en les detersinacions mﬂj
o’

F-3
]
2l mal dis gue hi ha en lez 2uocressions, aaui qum o

i i
Gue Hnevar 1 gque «&s veritat gue neva? siguin detersinacions

d’ordere divers, corresgonguin 2 llenguatges diversos. (21 B

L milior

esguena L geheralibtzacid dels uwusoas del wmel “veritat’ continuaa

essznt el gue es derivsa dﬁ les parsules d ' Aristotil: dir de ¥y D
i de na-p, no- Ra es veritaty dir de P noTp. Lode no-pe e &3 fals

{Z) E1 limnguatge col. lacu1al no €8 massa rr:llu ¢ len paradDrens,; walipe
3} i o
e e B
=i §

PO+ ofariy amnﬂgultatsr_gnh. S

2 cert gue el trenall de Tarski val estudiar cabdal
phe de veritat en els llenguatogss formelitzats,
-]

r
2
3
7

ment el

3 gue frobhs
posziisle pFF a llenguatges formalitzats o ordrae finid

gqua &

ho deivarem estar agul per amor de la hrevetat: gde fet

parteis d= l'ac:eptacié de {2} alhora que unas investigacid
detallizda &#nz faria veures potser e i oha upe confus

dazcripoid oriogrifica dels snunciats L llur significacic.
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521. e la iteracid. de les connectives,

L experiéncia rebla gue alli on usc mots la confirmacid de
1'afirmatiuv comporta de fet la desconfirmacid del negatiu, i la del
negatiu la de 1 afirmatiun: la falsedat i la veritat depenen,
sembila, de 1 aprenentatge. Alhora el domini de 1a llengua
col.loquial també permet 1 assumpcid duna gualsevol anotacid
formal: si em diuen que no es referien a cap home s gue és fals
- que es referissin a un home (tot plegat no passant de registres),
perd també sé que si "A° &s cert, la seva negacid és falsa. Ara be
una determinacid del tipus 4si A, llavors negaciod d'A és fals» no
hauria de ser tinguda com una construccid de joc reglat formalment,
caom no ho hauria de ser elg seus paral.leles qualssevol en
registres  del lienguatge ordinari, com sigui gue aaquelles
determinacions no son comencament, sind resultants, aixd és, no
s avalen per la mera forma, sind gue =60 la consegliencia del domini
de la llengua o s6n la resultant de generalitzar els seus usos. La
diferencia es subtil i no 1 acabarem de copsar fins gue hagim
estudiat la generalitzacid dels llenguatges col.loguials i hagim
tractat també la generalitzacid en les disciplines matematiques.
Ho podriem doncs resumir aixi! una cosa éz 1 anotacid formal dels
nestres habitz, una segona la construccit d'un joc formal. coza gue
equival potser a dir gque acceptem les primeres a partir dels usos
del llenguatge, i no pas a 1 inreves,

Faral.lelamen{ els usos de la conjuncid com a registres dels
llgnguatges gqueotidians palesen llur domini i 1a intreducciso d’una
nava anctacio formal pot ser la resultant generalitzada d uns tals
habits, essent aquells registres i aguestes anotacions prou dtils.

Tot i aixé pot haver—hi motius per a pensar que la insisténcia
en @l descabdellament de les combinacions dels usos de negacions
i de conjuncions les convertgix irremeiablement en un joc no massa
interessant, Perd ens hem d' entendre perfectament: no hi ha en
nesalitres una critica de 1°as de la negacid o de la conjunci® com
a operacions légigues perguf siguin un error: els jocs de 1°'Gs de
la negacid i de la conjunci® no sén en principi cap error, sing gue
més aviat esdevensn, com diem, coses no interessants. FPergue d una
banda és comprensible ques 1 paral.lelisme entre 1'us de
I"afirmacid i de la negacid amb els seus valors de veritat i de 1a
conjuncid amb els seus valors de veritat respecte dels nostres
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registres linglistics esperonds amb entusiame la creenca gue la
combinacid de 1'Us de la negacid 1 de la conjuncid «marqués? (no
sabem s3i aquesta seria la paracla justa) les possibilitats
lagiques. I aixd és cert des d’'un punt de vista: és & dir, des del
punt de vista de les certeses dels nostres registre, per exemple
quan diem que ¢la veritat de l'afirmacid comparta la falsedat de
la negacid® o que 4si és fals A i si és fals B, gl tot A i B és
fals®», i de fet el desplegament de les possibilitats de 1°ds de la
negacid 1 de la conjuncid no é&s' res més que el desplegament
d’aquesta ceritesa, fins i tot malgrat que bhi hagi una tendencia
clara en prouw logics a definir agquesta operacions.

El problema pel gual tot aixd no esdevé massa interessant es
troba dones en la circumstancia gque #ja sabem? com a registre les
possibilitats de 108 de la negacid i de la conjuncid, i gue no ens
interessa tant guantes vegades podem negar quelcom o guantes
vegades podem repetir guelcom o0 guantes vegades podem conjuntar
. quelcom fent abstraccié d'allés que conjuntem, com el positiu fet
de treballar un contingut, gque alhora és 1 Gnic capag de legitimar
i'afirmacio i la rnegacid lingliistica, i la veritat i la falsedat.
En d'altres paraules: al desplegament de possibilitats
lingdistiques de la negacid i de la conjuncic és una 1dgQica, perd
es la logica d'aquestes possibilitats lingliistiques, i creiem prou
mes interessant la légica d allsd pel qual, per exemple, admetem
registres del tipus «si és fals A 1 =i é&s fals B, el tot A i B és
fals® o «la veritat de l'afirmaciéd comporta la falsedat de la
negacior: perqué sabem que els nostres usos de la negacid i de la
conjuncic, de la veritat i de la falsedat., no valen tant per 1a
seva reiteracis linglistica amb una anotacid formal nova, com per
&llo on entren en el desplegament logic.

Respecte del condicional abservi‘s gue el seu Us com a
registre i la creacio de noves anptacions formals =26n més aviat
resultants, amb 1l'afegit que els uscs del condicional san prou
varis d'acord precisament amb la relacid de 1 antecedent i el
conseguent, les finalitats del parlant, els motius que té&, ols
implicits de la gituacid, ete. Tot i aixi no hi ha cap dificultat
de dissenyar una nova anctaciéd formal generalitrzadora com a
resultant: el punt més aviat es troba en 1a irsisténcia en
P'originalitat d 'una implicacio de formes i el seu descabdellament
en combinacions, fets gque 1’ aliunyarien dels valors inherents d’una
formulacio general i 1 establirien cam a joc, alhora que la
condicionalitzacid deixaria de ser un recurs linglistic.

Repassem aguest text de Frege: «Fer  tant wuna estructura
hipotetica de pensament €s_ vertadera guan e} consegient  és

vertader. També una estrucktra hipotética de pensament &s vertaders

quan la condicid s falaa. tant &5 gue el consegient sidui vertader

com fals. Es glar nue 2] congseglient ha de ser sempre un pensament.
Siguin "A"Y i "B"una aitra vegada genuines proposicions, llavors

tenim en

"no ((ned ) i B ¢
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U expressit d una satructiu-a hiootética, @l consegilent del oual @35
el sentit (2]l contingut del pengameni} de "A", i 1a condicia dai
gual = 2l ssntit de '_15 ", Fodem egsorite amb agquest fi

vgi 8 . llavors -4 _".

Fer dezcmmp L Boden brolliar agrid aluuns sscruool=z,. Hom trobard
pobser gu gwgmb aiwd mo = interpreta 17us lingdistic. Malarat tot
cal da bell nou accentuar semmre que s ha de p2rmetie quae 1a
cifneia tingui el seu propi us dinoldistic, i gus no sempre es pot
satmetre al lienguatde quotidia. Fins i tot crec gue la dificultat
més gran de la filosofia esta en el fet gue té a dispositcla un
instrument poc apropiat per al sey treball, éz a dir el llengustoe
guotidid, per al domini del qual hi han intervingut, determinant:
lo conjuntamant, unes npcesaitavs gue no son les de la filosgfia.

Per aixe la légica esta oblidada primerament a sgencar-se com CAl
wn instrument util a partiv d alld gue te a dizsposicigy» Daspres

{ 513) tindrem ccasia de rellegir el joo condicicnal en l'autar;
cal defensar, certament, el dret ingdestionable de tota cigncia a
tenir &l seu propi llenguatge, perd sembla gue ia cigncia hauria
de ser la primera d'evitar uns possibles equivocs ambh d'altre
lienguatges. Fera Fregs esoric 8 continuacios «Iambd =1 pegggg@ggz
exprazzat en 1 sstructuras propaosicional

el tinc uwnogall gue avudl ha post ous, depa de mati
Z. o ansorrara la catedral de Colonia’

ager. "Ferd la condicid i sl conzegient no bensn agul oan

2z verl
connexid interna’, dird potesr algd, Ara be, no he exinlil nazs uns
tal connexid en =1 mEn esclaspinent i scls denano de comprendis @
"5y 8 liavarﬁjq zl gue he dit i aysreasat on ia forms

Mee ((no A ) i B e
A descompntat agquesta maners d anltendre s eshrucbura

proposicional hipobdtica oausard orimerament sstranvesg. Pera el

misy eoclarinent oo pretén d interpretar 1 03 lingilistic cumtidia
gue g en i3 majoris dels cases imprecis i wacil.lapt per s 1

finalitats de la lGgica, Feh i fet s agombolen en gl brimer afsr:

de tobta mena,. per giemple 12 rﬁlac;é de causa i efecte, la intengisd

amb 13 oual @) marlant expresss wna proposicid de la forma "84 8
Llavors A4 . 2l Ffonament pel gual td sl zwu contincut per

.
vartader., i parlant fa goteer indicagions & proposit de preguniss
: grd o@meaiia  tal o wecada s forgpulat.  dndicacions  gus

ta

i

im

"Hﬂ.f

=
‘anyqn ) fats accosgsaoris gues s'apdbortolligusn soviot oals
mnts 2n @l llenguatge guotidii. Tanmabeis s mewvs feins o
= odestyiar wia estructura de dos ocensanents, ! muaels Iasio,

1 nopm s} 1 e Y N e B i rihy ™ H iz £
P onizche  imtersucbungen,  Dritoes Teil: Gadanbengesfdae,

paas. @28l
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mitiancant l1s separacip dels fets accessoris, estructura gue he

anomenat estructuwy-a higotética del pensament. La comprensid del fet

de construlr pensa e estiucturats a partivr d & ensaments ha
de constituir certament la base per & 1a consideracid dels
pensaments maltiplement estructurats»?*®, Hi hauria, sembla, una
rectificacid,. potser diseutible, del llenguatge quotidias la tasca
aqui és «de destriar una estructura de dos pensaments. 231 nucli

logic, mitjancant 1a separacid dels fets accessprish!

En efecte en el cas de 1 us del condicional (i de la
disjuncid) l'afer é&s un pel més greu que en @l del de la negacid
i de la conjuncid perqué es tendeix a una fundacio d’ aguelles
operacions, fundacid autdnoma respecte dels uscas del condicional
i de la disjuncid dels lienguatges naturals i de la ciéncia. Car
hi ha un factor gue sembla nNo deixar dubte gue es tracta agui d'un
construccionisme, i és el fet gue un hom creu que els usos del
condicional (i de la disjuncid} valen =21 que val la seva taula de
verittat, guan aivd sembla pressuposar unza certa distorsis del valor
T lingliistic de, per exemple, 4si véns anirem al cinema» o de . «si a
= 0, llavors a &5 igual a zero®, 1l encert lingliistic dels guals no
passaria tant pels valors de veritat dels seus elements com per la
significacio linglistica per als parlants o pel contingut l&gic
d alldd que s " hi tracta, cosa gue faria del condicional un recurs
polisamic sense llevar—1i mai la seva eficacia soacial i eupositivs.

En conjunt dones tendim & creure, en la mesura gue e
despleguen les possibilitats dels usos de la negacid i de 1a
conjuncid, i gue hi ha ung retocs Ffins i tot per a 1la
condicionalitzacid i 1a disjuncid linglistigues, que les operacions
logiques tenen una forta propensid a esdevenir jocs autdnoms, amb
les meves propies regles, afer que els va allunvant dels usps de
la negacid, de la conjuncid, de la disjuncid i1 del condicional dels
llenguatges col.loguials i de les rcigncies.

ffer tant sembla haver~hi una malcomprensid basica de la lagica
que esdeve sempre versemblant pergue de fet hi ha ura clars
consciencia de sequir o de retocar alld que hem apres
lingtGisticament.

*ibhidem, pag.S4.



s 22. El constructivisme de les operaciocns.

trintercapvi defipicional. Les taules de veritat,

Tot aiud basta per a il.lustrar, sembla, que alld que anomenem
el construccionisme de les operacions consta d'una serie de jocs,
i per a veudre qgue els elesents gque es consideren els sdn prou
comuns. Fent ara —— i precisament per mor d'un tal constructivisme
oparatiu - de ‘conjuncid’, de ‘condicional’ i de ‘negacid’ noms
per a jocs tenim:

_ "(a AR
alVly B(VY 7 T (aaB)(V)
’ ' afF), 8V (x ABI(F)
a{F), B(F) (2 AB)(F)
atvy, B(F) (aaB)(F)
“(E——}E)"
ai{V), BV} (@a=~>BI{V)
a{F), B(V) (x=>B}(V}
a{F), B(F) {a~=2B (V)
a(V), B(F) {a=33) (F)
II_-EH
(V) —H ()
al{F) ~a{V}

Llavors sembla comprensible gue hi hagi una peculiar manera
de passar als altres jocs de les estructures a partir del jicc d'una
estructura i a partir de la negacid. Valgui el cas gue arrenguen
des del joc negatiu

V) -F(F)
P(F) “F (V)

i gue ara prenguem el joc de nom ‘{—F G}, que és

V) ~B(FY  av) {(=F A G)(F)
FiF)  —PV)y  (v) =P~ @)V}
P{V)y -B{F} B(F} (P~ Q)(F)
PLF)  -F(V) GIF) (=EAGY(F)
on —F treballa com si fos wna lletra. Fodem afegir encara un alire
Joc a la resultant: el de la negacid, i.e. el joc de nom —{—-Fal) ",
i tenim
PV -P(F)  Q{V) (2~ Q){F} ~(~F G)(V)
F{F1  -F{V) QY (-FJ\Q)(U) —-{(=F Q)(F)
F{v) -P{F) G(F} {(~F ~ G\(F) —(QF ﬁ)(V)
ElFYy  -FIV) A(F) (ﬁ?:\@]ﬁF} —(—F  a){vi
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Havent estat definit el joc de nom ° (B-2P)° per

QG(v) P(V) (@->P) (V)
Q(v)  P(F) (@~>P)(F)
A{F) Fw») (B-2F) (V)
Gy BF) {G-YF) (V)
2l joc de nom ‘—{-f nQ@)’ té un paral.lelisme amb el de ' (Q->P)°

quan considerem les associacions shtre 8 i V/F, i entre P } V/F.
Direm potser que hem «deduit® 1l estructura del condicional a partir
de la conjuncid i1 la negacio, perqué sols ens interessa la lletra
asspriada a les parts elementals, les parts elementals i ia lletra
associada al conjunt més gran, perao sembla més aviat que aqui hi
ha . hagut wna ampliacico sintética dels jocs, un amuntegament
d’anotacions, que no es podria entendre com a deduccid, =i per
deduccid s hi comprengues gque no hi ha augment sintetie.

e Alhora podriem partir del joc cendicional gque té per nom
{P=->0)° i de la negacid i «deduir® la conjuncis: si

BV ,O0Y) ~8(F) (F=>-@)(F) ~{P->0) (V)
F{F) ﬁ(F),*Q(V) {F- >~G1(V3 *(PH“Q)(F)
P{F) G(U),“Q(FJ '(P-}ﬂﬂ)(v} —(P }Q)(F)
E(V)_Q(F3,"@(VJ (P-“-G)(V) —(E“>QJ(F)

per al joc de nam “{F @) tenim

P(V).Q(V), (P A Q) (V)
B(F),B(F), (Fa 8)(F)
P(F),B(v) (F s 8)(F)
Bivy, Qo). | (B~ B)(F)

Ohservem gue les associacions de lletres {E,m, gtc.}) amb V i F
estan associades talment que s escau el seglient

P(VIy 8(V) ~{(P=3=Q) (V) (P A Q) (V)

i qualsevol altra combinacio dels valors de veritat amb les lletres
fa que associem F a les foarmules complexes. Veiem que aquesta
¢deduccior? no sembla mantenir un mateix valor sintetic per al joc
de nom H{EA )T 1 per al de nom C-{P->-0)° .

"Des de gualsevol de les «estructures de pensament matematic»
mes, en general, la negacid es podrien «deduir® les altres d una
manera paral.lela als dos exemples exposats. Tanmateix no sembla
exacte que 1l’afegiment de joc es faci sense augmentar 1 abast de
la sintesi danotacions. Fer a les estructures en Frege,
cf.logische Untersuchungen. Dritter Teil: Gedankengefuge, on les
esmentades estructures sén: (1) A 1 By (2) na{f i B);: (3) nmo-A i
no~B [o ni 4 ni BI; (4) no{no-A i no-E) {o A o BJ; (5) no-A i Bj
(&) ne(no-A 1 B} [o si B liavors Al totes «ﬁedULdes» aqui de la
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Nosaltres associant valors de veritat a una férmula complexa

& partir dels valors de veritat adjudicats a les 1letres
@nunciatives, ens #s indiferent d'usar el nom “"—~(P->-0)' o el
nom (P AQ), 2l nom T(F->Q8) o el nom "—~(~@ A P) . Tanmateix

semblaria que ni els noms sén iguals ni sén iguals els jocs gue
s " hi determinen, malgrat gue ho sén els valors de veritat assocciats

a les lletres i a les féarmules complexes®®,
L]

Fer conseglent les taules de veritat parteixen de les
agssociactions dels valors de wveritat de les lletres per tal de
remuntar cap al valor de veritat associat a una fédrmula complexa,
talment que el conjunt de totes les associacions de valors de
veritat amb la férmula és allé que determina aquesta formula.
"(P->@)->C’ és un nom per a

F.G,C (B=-3@)~>C
’ VARVIRY. VRV IRRYY
Yy vy FF
v OF Y YV FF WY
vV FF Y FF  VF
Fywy F oy w
FyF F W FF
EF v FOUFE Wy
FEF F YF FF

primera i de la negacid. De fet tanmateix &2 una glestid tractada
per tots els ldgics que segueixen unes tals construccions
{cf.bibliogra¥ial.

*El recurs de substituir uns noms per uns altres noms d’ acord
amb la igualtat dels valors de veritat associats a lletres i a
formules més complexes —— lletres, farmules i valors gue entren al
joc que te aguell npom - esdevé d'ds universal en aguestes
concepcions logigues gue tractem. Tota la reagla fregeriana del
manviy (Wendung., per  exemple, g o nTes mies gue wn cas
(cf.Grundgesetze §¢ 15ss, 48ss, etc.). :




Reculam per tal d'estudiar comodament amb uana mica @es ds
detall gue cal entendre per conclu=Eid 1 prendream de model el
canegut text dael condicional on la Begqriffsmschrifit fregerianz. Es
tracta del condicicnal filonic: «Bumﬁﬁ i B siognifiguan continguts

indicables, hi ha lpg sepgionts quatred possibiiitatzy
Ly s afirma A i s afirma 45
23 __gnrmg A i e 73 — €3 METC
3) es neq a___&____i__:e_ﬂ__-ﬂeﬁ_s@:iﬁ —— slajirme
4} es _nega i es n@na

'_—r:a

significa ara el judici qgque no tée 1lac ia tercera o wbnestes

possibilitats, sind una de igs alires tres. Per consegiieni guan es

----- - —4

_1%& wvol dir gus ¢ lloc la tercera pgssibilitat, per tanh gue o5
namgj/] i s atirma £ »¢ 5?3}"‘”.

£1 trag vertical en 1 acabament de la ratlla vol dir que
s'afirma el contingut, seguint llavors gue ddes dels dos judicis

14 ; ——— 73

b~

SE s@gueEix uwn mow judicd

A
Dels guatre cazos especificats dalt,
1-—:A
2
exclow 21 bercer,
'-—-—-—— &

el seogon i =23 guart. de tal maneras. gus sols gqueda sl nrimer,
Es _podria sscriures aguesta conclusid ai

g

. 1@ manoe & oarloe = Ee g
dipnt gus 4s afir m:’é“{“ut&h*il’ ;~é'u"°fl~ mﬁm;fizﬁérzmm.u
A Grundoeszeize 5 id, bern 2otintolads la
significacid, =]l oo condicimnal o=z t & own els
dels termes supﬁriar Idinfarior, L an 2is

la funcid condicional.
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Per tant, com diuw el text, la ‘introduccid de l'afirmacid de ]
axclon 1a a@gona i la qua arta poseibilitst de les ofertzs en ol
primar Ltext (la tercera g exclouw per 1 afirmacid del condicional:l.

En d’altres paravles: primer definim wun joo {(text primer)
sobra guatre possibilitsts a axcloure’ n unz (gue enitrs en ] joc
doncs) —— de fet cada possibilitst &s més d'una determinacid ——,
i amb la introduccida de E en ssleccicnen una. £l modus ponens
llavors esdevindria el fat d’agafar dna jugada de les definides,
i ia deduecid seria agui 1a seleccid del ja definit: guan = afirmas
gue aqui hi ha una andlisi s'estaria dient que ki ba una seleceid.
I aquan hom s’ afigures aixkes d' acord amb

— A
L—.—
’ 43
] A
hom' usaria agui A

M S

com a nom diun jom famb 1 habit adouirit 2l podus o =)
radevindiria oo apreRerRta g R R—— e W NOR reglstra
lingdiiztic).

Frege cansideravs zquests maners de concleouwrs com 17 dmics
necessaria (of. el proleg de la Begriffsschrift, 1 el 5*4 da les
Grundassetzal, per més gque n’aceoeptd d'altres a fi o abesudar =1
caiculy en sfecte moltes de les contingodes en las Srundopseize
= han d entandre com a analisis gque ﬁimplifiquen un Jdnc préaviamsnk
definit, fets excapcid de la permnuta de membres gue fan de CGHH%"1$
{zz tracta d una alteracid de jooc,. per mos que conserva 21ls vaior
de veritat globals) i de la ja citada Wendung {de "p-28BY es paﬁ*ﬂ
& ’Lgiﬂbjif, on 2ls Jors no 861 pas iguals, tot i1 gue e slauin els
valors de veritat associszis 2 les lletres 1 31 conjunt de signesi.
Far consaglent 1 «analisi lagica® no podria agui ser pensada sols
com una simplificagid.

1]

Alhora 1 lector podré anar vreblant pel ssu propl conpt
notes sobre o] construccionisme gque ja repstirem an diver z oz 1]
el godus oonens @5 un aﬁpacte der la preosentsocld del comdil 2
regles. Obhsefvi’s que 1 exposicid de fotes les p S
formals pgazlm}w“ antre lgg lletres L =g i
Un sEnvyal i i tat, mentrs guz
Fpemrl, prﬁn sar—-1c en Flﬁ
aguesta SCCens WS ponens res
relacid o ant cmﬁ:ﬁmﬂpﬁr g
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524. e les lleis Idgigues . La tgutaioqiéL

Les logigues que defineixen les regles de les operacions (que
cal no copfondre amb les lodgiques formals en conjunt) farien
tautologies, sembla, an 13 mesura que es repeteix yna situaciod
logica i es relaciocna la repeticid amb el repetit
{ §2); aixa es, un hom diu que fa la mateina logica la repeticio
de

B(V) ,  av) té lloc

guan ho ha establert en el condicional, ara per 1la repeticid ho
escull i relaciona aquest segon cas i el primer: la tautologia
seria buida de sentit en l'accepcid que hi ha Ia identitat d’una
cosa amb sl mateixa.

Anb 17°0s d'uma lletra igual (i seguint 1'exemple del
condicional) el joc fa :

B(VY i B(Y) te 1loc
B{V) i B(F) te llac
B(F) i BV} no té lioc
B(FY 1 BiF3 té 1lloc

Ferd, per 13 convencis de 1la lletra digual, tamt 1ia segona
possibilitat com la tercers falten, i ens queden les possibilitats
pPrimera i guarta que, per tant, es tornen a determinar com les
mateixes d’abans: si ategeixe YV a E, #ns trobem a la primera
pogsibilitat del joc del condicional; si afegeixn F a B, ens trobem
& la quarta possibilitat del jac del condicional ; en ambdos casos
repetim el joc determinat; i les dues possibilitats pertanyen al
joc del condicional. Hi ha doncs wna tautologia entre una primera
possibilitat i les asmsociacions de ¥ amb B i entre una guarta

" possibilitat i les associacicons de F amb B.

ES cbvi gue, en aquests contextos, la repeticie (i 1a relacia}
de quelcom ja establert ez troba plasmada en el paper escrit (hi
ha ldgualtat de repetit i repeticif):; per aiwd 1°Us del mot
‘tautologia’ 25 pot entendre agui tant per a la iguaitat d-una cCosa
amb si mateixa com per 1a igualtat entre dues coses.

I ®n gualsevol circumstancia la complicacid tautclégicas
dependra, sembla obvi, 0'z11d que e Fiweés. PFPer exemple en la
segllent «proposicid» (Frege)

=

paigtd

tindriem un nom per a
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a (V) b{V} aiv) te lloc
T L(F; atF) te 1loc
(V) BiF) S te lioc
ciF) B(Y) atv) té 1loc
E(F) B(V) a(F) te lloc
c(F) biF) ai{Vvi te liog
c(F BiFl aifi té llioc
e (V) B(Y) a{F) no té lloc

o per a alguna de l&s linies primerds. S1 es tractés, perd, de

ip Wwip

fara un nom per a

: aiv) By alw té 1loc
- g0y BC 3 &) té 1loc
iV} ni{F} a(V} té llocc
a1 i 3 sl ) té lloc
aifrl (%} Ak} téd 1loo
ai ) hi &{ ) te 1loe
a(F} B{F)  a(F) t# ilaoc

0] BC ), a{ ) no e llioc

arn &z prescindiria de la =segona, Qquarta, sisena

'exclusid e —M‘hqu-ém ey ST S T o B ST R

it aigad fnlesedats it uum.Mﬁm#;ﬁﬁa+éplf““r“""%ﬁ. LLlavors
“hauria fet una EPAEEClﬂ mel Joe; talment gus sclz romandrien
mainacions gue no 2 excioguessin, gue feszsin viable L afirmacid
21 condicional, For tant aqnwéna €ilatl graliticay sembis sols uns
L

F

s2leccic del jjoo defipii, i =n aguesta acceEpcld i hauris una
tauiclogia entre lzs linies selecclionaedes 1 les  liniss gue
definsixen 2l joo., Gus la formula

sigui una llei analitica 2z deuriaz &l fei que 22 wuna swlecoio ds
les regles de joc. Aivi mateis

Lornaria a4 €er Jun nom AT 8
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divy bV a (V)
d{F} bV} at¥)
d(v)y  Bb(F)  alvy
(vl B(V)  aiF)
d{V) Bbi{F} aiF}
di{F} b(F) a(v}

< T

L SR i ) R
B e
F T R R T L L
-
et e N e e et
B
—
i
.

e Ta g o Fugh bud Ba sl beg Uy
P e ey ey e gy e, e,
TN T T«

g dLic ot oo o

diF} BV &(F) 2 (F)
diF)  B(F)  a(F) &(F)

que &5 una seleccid del joo qus té.per nom, per exemple,

-3 . L__;
b

i aguellia llel analitica seria una seleccid d un joo gue sols sonta
linies gue laclouwen =21 ‘"tenen lloc’ . #Ara podriem Ter s pova
selecglid gracies & reduir encara més 21 nombre de lloterss, talment
que tinguam la formula

i

[—
r
rigle

b

gueE Serds un nom &8 s5ols per o guatre linles de les vait
anteriocrs, i.2.

alil BV AV} hiV) af{Vv? af{}

200 BL Y 3 bl Y Aty &m{ )

CRR p(Fd Aail} BiF} alV} AT

03 BC 3 EC) B 3 &l } B0

2 )y BCY &l By &l 3 &)

a( Y bl 3 &l ) By &l Al

S(F)  B{VY  a(F) Bivy  a(F) alF)

aiF}  h(F}y &(F) B{FY  a(F)  alf)
i la mova llei snpalitics zeria unag nova seleceio. Ford Tizemenos
gue  ractual spleccid ja  nomes jugas amir owuna de lzs  guatre
passibilitats de 17difim condicional. aidd Sz, aguella p2r la gusl

u'r.
?1
t:it
3
it
99
F‘
3.111
i
~dy
i pl(ﬁ" $

pmomnt hant
]
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té 1'aparenca d' una nova liei deduida, perd no seria res més gue
la tautologia d'alld gue ja s hatria seleccionat. Enm d'altres
parautles: totes aguestes lleis analitiques semblen sols seleccions
de linies a partir dels jocs definits™®,

P I de bBell nou cal dir gque 17us de la tavtoleogis en les
ldgiques que reglen les operacions no sembla méds que uwn Aas
particular de la teautologia on no importa guins lagics {(hi hauris
tavtologis en ies dues determinacions d un mateis home”.

Tetes les 1la*u fonamentals o suiomes l&g‘*s samhlan dono

tautaelagiss  an ia Postrs Aaceopeids, 1.2, repatsin 1 id i

circumscrit. LUma 1lei légics que wsds uny condiciamal ~-- com ails
gvemples presentats acgud —— esdevindria a més una seleccid. Duan
no wsas condicionals, com en el cas de 1 axiome de la ddenbtitat,
=g ftractaria sacls d'uanx ta ufmleqia {malgrat que en Frege agusll
axioma no sembla exemnpt d'uma ceris ambigitat). Fins 1 tot &l
cingude axioma de les Grundoessetze (cf.meés avallf?ﬂ punt 1) podriz
ggr tingut com una zimple tavtologia. Daltra banda @l nondbre de
lleis fonamentals {axiomes, hipateszis, =2tc.) seria roﬂ it opel fat
qua hi aplicardem 21 principgi de substitucid (of. 5 g agui que
hi puguei haver un margs relativament amcli de tria de principis,
gues brella a partir de feisvgues sxperisnciss de subshiby

CGbheservi s també gue el et ¢ entencdre la tavutologis com & repesticis
compronet la negessitat ldgico-formal.

Rord 1de gue fan les 10gigues deeesesbw (que construiven lss
ragles e joc de les operacions) del mot Ctavitologisz’ o semibla

implicar pas una carta comscidnoia Jd sguesst T
simplamnent la preséncia de la listra *y* al llﬂrq i
die la tewla de wveritat. Res de la ppraspeciliva o’ acued

san curiozes les paracles de Buine a la Mathemabical
cligts

genstein. La nooic
. O ol 15 I AR R Y
iy g funcions de

"hautolonia’ e

seiaons (=tateme H

=i virtut de la IS COmBosh
. i

= d aceord  anh ‘U= gel  terme e aougEil K g
in troba el mitii de fer que @i ts2rms abargud var*t 1bs
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Szg Del principi de substitucid.

Observem gue, esiablerta uma #llei analitica®, nosaltres
podem substituir una Iletra per un nom més complex, p.e. en

23 pot reemplagar cada ‘gf pa

-

i tindrem una llei analitica com

y T

g

ra goe

+

- . . - - . ' - M 5 . x> .
seria un unic dibuix gue valdria igual com wn unic dipuwix Ya*, i
que sols estaria associat amb YT L YFY, FPerd 2o aguest cas hom

pensaria

Ipip

com wn tot, 1 per hant 8ols guan e jutgds gue &8 un nOm peEr 2 un

joo s afegirie més joo al joc indicial. fAra be: el mer fel de

canviar Ya" oper ‘j::”& ja no zeabla wna cirewmnsbtincia ansliitics.
(4

‘{'I

gus contensn tambe guantificascin, perd Aivd &S Zals la COnSeniern-ia
gun esfors per ewplicar la guantificagid com una mens ode mods
infinit de composicld de funcigns de verditat, Un vz més ampll del
grag. ' tautoidgic’ ha apareqgut en la literatuira postericr 8 causs
de la doctrina g Wittgenstein qgue tota la matemidtics 1 1o légics

st tautoldogigues, Ferda Wittgenstein proposiéd agquoests doctrins oom
una tesi, no com una definicid de tauiplogias i de feot &5 una beosi

geficil de defensar. VTammatsix alauns que ng mantenen fa besi e

o b e s i R

wna tal Forma, i gue satimen gue ies inferdénoiss de s ldhgica 1 ds

P s et

Ia maromatica sdae Miessfornacisng ngcament verbsls" o

$3

digfprenasdeel =sls @e un senbit sroal mds ampii, @ e
gamearear—ni @l foene " hautpldgio . Mo e oo wrﬂ“if SIET IR

anuest smomhid mééﬂ&ﬁﬁ¢¢&ndEEaJMMHQIEFVL gus siaqui. da ki

aixd ur baems e o oresparaht - g2l fErme Canaliti o
bEanits {pag.88. La sombla estar en 8] fet ous hon cbvla
jes taules de veril eqaéa apreses lez reglos J infoersnclia.
{(Respscie dals axl auantificacid ral div sl mds no gqus
son tavtoiogies an Ty cepcit de lia pasraula, of wpor exsmnle
§¢Q ant 4, L que per tau. teorames provats amb fa ragla asoduz
gmnens rEssuposen una sedeccld e nouna repeticid - e les

possibilitats proavisment establertes).
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i gl fet d anar estenent el joc no ho sembla tampoc, sind que
ezdevé probablement un afegir joc al joc, de tal manera gQue
s augmenta 1 abast sintétic que s'hi troba displicat. Cal fornar a
repetir gue entre

alv) (V) té lloc d{Vy a2V} teé lloc
a(f) o(v¥} ¢ llac dtF e{¥} té& lioc
a{fF) ciF} +t& lloc d(F) el(f}) te lloc
afy) ci{f) no te lloc . d{V) elF} no té iloc

re hi ha res gue siguli comll & 1'un 1 a 1l altre L gue es diferencili
de 1'un i de 1'altre. fFer tant la l&gica constructiva g gstén

sintéeticament tant com wa smetablini ;mﬁﬁg esdevé analitica en la
WA¥e e circumsariu gls jocs ja esblerts?®

926. Sobre el copstruccionisme de les operacicos logigues.

El constructionisme de les operaciQnE pudeve una activitat

p =1 qmnmrlﬂ- aguii, i 11 ent_u p*ﬁh*q de significacions
’u? i LWL L0 853 )CF “}1“““ e Gﬂ"é%QfQ mml‘ ER B 55, un estudi
d’aqu@ai LvQE de rpmlz*at e son els nﬂm?res dipuircs. Certament -
— i sup=srant per ung  instants 21l ssus propis DrocessEos
d'aprenentatge 1 de generalitzacié —- sembla un joc amb analisis
i simtdsiss tindria moments analitics quan, partint d'un oo
estahlart, = fés selsccions, perd 1 'establiment  del joc
incorporaria  syperiéncies, 1 gualssyol ampliacid dal  nombrs

glamants del joo 1 snriguiria seintéticament; d altra banda va
tal gual com a disciplina aprasa.

frry

La circumstancia que 1'explicitacid del construccionismes
Qjerattu inclogui wnes DDreus  analisis dsl  ja determinat no
implicaria que @l saber analitic fog wun saber del ja daterminat,

an

com senbla palesar—se {(deixant per amgr de la claredat les malisis
lingidistiques dels registres: sn gualsevol individuacis o en
gqualseval an&lisi de guelcom raal . L1tra aue R A Y hia
sobredeterminacid. En aguelils jacs no nl fBawris  analisi,

Wrrage vsa ues bal cians o resnplacaments amb clars
monscidncis gue no altera Ffonamesntals (Qrundossei e, per
1
=

la substitucid de cada lletra per a {per Brenplel,
— 5

aamemtada mal, gua no=salires recordem,; com a'?ﬁgla E
v i que ﬂqm.ﬁLm ot mls Camnics paral,.

lss twaz {1 groguss 4
£ 43 (regles ? LH lljJ ami sxenplaes V“ﬁun¢tha de les
amzntals & Si x?wﬁﬁ; albors ) principl de substitucid fa
znEral due 1a 3in*;ai nova sigul guelcom prow doportant 2n Is
{égxua e gualsewvol rrCcia gue regllo i2s oapsracions.

— {+aquts

i
LI
3
ﬁ
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simplement, sing analisis d una realitat sintetica carsﬁqnzfa HAart
a part: d’agui gue hom trobi el gue ha posat {3&ﬁn ﬁciknqéé ig com

a quelcom aprés)i: a Ia resta de les ﬁa:aee—wa an&lisis hom,
ganaralmanif‘ﬁi’?ﬁ?ﬁa al lloc d'on ha sortit: s clar gqua = hi
analitzaria gquelcom gqus, d alguna maners, @ra & 1 abpast, perid el
moment d' analizi ro sembla estar contingut en la determinacic des
d'on = analitza; =1 fet de determinar de manera deaprenpcupads en
la realitat no llevaeria la mirada inspectora o fTins 1 tot
pscarcolladora, com el fat d’ esmentar guelcom socbre #dels homesy (A
tall de registre linglistic) no ilevaria €l wvalor absclut
d’ esmentar—ho e als «terragsencs?, etc. L amalisi deil
ranstruccionisme, a més, fixaria (explicitat) una satructura i les
respectives estructures paral.leles: per aixd mateix, com a tal
ingnoraria 1 abast dels moments lagics i empobriris
considerablement les histdries analitigues; g’ agqui que no siguid
‘earprenent gue 2= cregui gue un hom té un saber ¢pury gn Tronit de
1 esperigncia®”

g € servis

. ‘j um&aj‘\\;‘ 6™
*¥nl marge del construccionisme remarquam quell'ma dal mot
‘analitic’ per lezs determinacions gus no poden sar mai falsas (la
logica seria una disciplina analitica perque aztabieisx
necessaries! hauriz de ser tingut com duna manera de pa
1 accepcid Que, seatablerta la generalitzacld lin
carreapcnent a _partir de cascos inspeccionats wvalids o o2
Tinglistics v&licds, la generaliizaclo &35 aivi makeix vall
i fet no hi ha um 30) sxemple logic gue consisteixi en mera ana
(en la nostras accepcid del mot ‘anélisi’ ) (1) la identitat d°
la seva relacid; (2) gue A sigui una a 1 no sigel una be reset
3'ehpvriéwcir=\; a 1 aprensntatge’: (31 215 canatencs son catalanz,
els catalans 26n suropeus, per tant els canatencs SOn SuropeEus: o
pstableiro tant pel domini lingulistic (=& gque ckl dpenseardh &n 8195
diferents mots) com pergué és capag de reflectic alguna inspecclid
mm 0 menys 1maqiﬁéria; 1'exemple £ una veritat analitica en
1"accepcid gue tant =ls canatencs com la rasts de catalans =00
surgpeus, pert alhora s sintética pergus be he d'establir gui és
suropew i aqui noer tot alxd s exemplifica quan coanslidsran QuUER
1 esaguens BARBARA (i.e. «C 25 AX, etc.) pres sense GRmiIivencia o
% sentit 1 gue no hi ha sobredeierminacisd (17esgusEma 0o
subgtitueix els casos).
fa 1ogica com & disciplina linglistica no fa e
eneral Lizar {eamummatitzara cf.par  axengle les
Sochvader = Moy sungen L.pags.ili-114, gue segueix
Pinre Charles #.Ffgirce) 2ls casos vallilds que hem asi
postras wsos lingldistics particulsriteats © en les
¥
&
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it oon Lun cas comn en Laltrs ki ba sintesiy analisi, ol
fors apresos, =sho. Sens dubts encara hem d sstudiar ws
seralitracions, pera paragti-sg ns je conoloures gues 1
= gualessval logica | =l ocom wuna dizciplina anelitica s
wial una manera ﬂnrﬁutm gde parlar. '
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Sembla ohvi doncs gque ens trobem forga lluny de Cirgoumscriure
la l&gica, que és, simplement, la determinacid: no pergug fem un
as lax del mot per a eXxpressar guelcom gue ne estad ®n la ment
g aquall gue podria definir la légica com lestudi de l1=2=
inferadncies, =ing pergud l'estudi de les inferancies en gaeneral s
una resultant de les nostres censideracions reals (analisis;
Felacions, sintesis) 1 del domind lingiiistic del lleguatge
gquatidia. I precisament pergue gengralitrem podem acceptsr una
qualsavol anotacid nova formal per a lez nostres negacions,
conjuncions, conseqiléncies i dizjuncions®® d acord amb els noztres
aprenantatges. .

-

=Pz Jlegpnavatos  guotidiid usant la conjuncid inclusiva
euclusiva la generalitzacid ho mantindria aisxi matsix: gualizavael
autor podria precissr, @ clar, anbh guin Us pren li [ty BEER T Ex
e sembla pas gue aguell f2t sigul un gran inconvenient
premple €agt esdes syl non sedesy i1 el gue diguarern l2s Lo
tradicionals al respectel guan no s extrapolen la generall
Pingliistica i lez Idgigues corvespanents {(§ 4wl Ia con funcid o
disjuncida, el copdicional, eta.).
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no tindriem necessitat d' imaginar un home o de tenir—-lo davant oer
a trobar una significacid per a "home . L' aprenentatge sembla en
qualsevol cas una situacid de fet: pergug usem aixi aquestes
parauvles derivem (=i voleuw imaginariament} um aprensntatoe.
Nosaltres sabem qué vol dir "home ', perd la significacid d° " homs’
no remet potser a un esser natural o a un ésser imaginat, sind que
sembla un ressb, el fet de parlar es convertiria agui en un discurs
de paraudles perque hauriem apres llur s i significacid. En afirmar
‘i ha moits homes antipatics’ no skmbla gue tinguem necessitat de
pensar en exemples, n’'hi hauria prou a pensar les paraules. Les

paravles tindrien un pensament. perd aixd seris un fet.

Malgrat gue 1a filosofia del llenguatge puguil tendir a
creure’s la seva legitimadora, sembla gue cal concloures més aviat
que el llenguatge esta al servei de Ll'home 1 de les seves
necessitats, i gque per aixkd la filosafia l'usa per a wnes
finalitats. El pensament dex las paraules no sembla cap
reprasentacid genérica d éssers naturals i  imaginaris, sind
simplement el fet d'haver-les apres: el! llenguatge acompleixn
perfectament la seva funcid derivada del fet gue 1 home és un ésser
que parla i gue viu en comunitat guan usa les paraules per a pensar
ensambh elles 1 per a dialogar amb elles, sense gque aixd
pbstaculitzi el fet d’'usar—ies com a mers noms per a significacions
no lingdistigues: un mer discurs continuat de paraules es
converteix sequrament en garleria quan desatengués constantment la
realitat no linglistica. El llenguatge no esta al servei de la
Tfilosofia, sind de 1 home, 1 aguest usa el llenguatge per a les
seves necessitats; alhora caldria potser reconéiser que la loagica
de la realitat és 1la primera necessitat de 1’ home, gue el pensament
de les paraules s’ introdueix en les situyacions logigues de 1° home,
i gue 1"home usa tambe el llenguatge guan investiga la lagica real.

Bi tot a&aixe &s encertat, llavors poden dohnar—-se tantes
situacions intermédies com un hom valguel, amb les conseglents
ambiglitats; ara bé, en investigar la ldgica, podria establir-se
(1) que &} 1llenguatge eés un nom d'una significacid ostensiva
circumgcrita ("home") o un nom que entra en una significacid
ogstensiva i/0 gque acompleix un paper lingliistic (I'ds d'aguest
home’' ‘a@aixe’, "i", ‘és’, etc.); {(2) gque usem tambeé molies paraules
com & meres paraules que tenen la seva propis virtut: 1 1llenguatge
té wun paper autdnom i no podem fer, en estudiar la filosofia, com
si no uséssim també el llenguatge gue usem constantment; (3} gue
el discurzs filosdfic soals fa alld gue fem quotidianament, perd
tenint cura de considerar la diferencis: des d’aqui comprenem gue
@l llenguatge sigui un possible niu d embolics: (4) gque fem &1 gue
fem el llenguatge usat pel seu propi pensament té. légicament
parlant, el valor d'un fet, d'una cosa real, gue potser s analitza
en afeccions i en zons (0 en wna imatge acdstica o en lgs paraules
escrites). &3 possible gue nosalires tambeé pensem aixi —- i no fora
cap vergonya -— i en tot aixd hi hauwria aquesta légica; pensariem
en aquesta logica i pensariem en gqualsevoel altra ldgica. A la
filosofia, @s obvi, li interessa 1la 1lodgica: estudia amb mots
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gualsevol lﬁgicé, i —— en el cas de 1 encert d’aguestes parauvles —

-~ usa també el llepguatge com a mer pensament de paraules.

528. Comn entendre la informacid gramatical
cen 2l contingut logic.

En ¢en Jogan €5 un home? i den Pere és un homer estariem
pensant doncs em la proapia virtut d& les paraules, 1 no cal gue ens
representem cap home per a saber que en Joan és un hame -~ ©
estariem pensant en un home natural o imaginari, o passariem d'umn

lloc a 1'altre,

Frenent el primer cami tenim que «ser home» es diu d’en Joan,
d'en Pere, etc., amb tota normalitat, i potser tendirem a pensar
que hi ba alguna cosa comuna entre en Joan, en Pere, etc. Tanmateix
padem considerar el seglent:

en Joan &s home
en Fers és home

on hi ha wna igualtat lingiistica, gue fa una estructura amb 4en
Joan» i den Perer. Ferd podem considerar aiué:

en Joan és home
en Fera

la Maria

la Montserrat

perque la propia virtut de les paraules, sembla, m'hi dug, i.e. no
cal que repeteixi la igualtat linglistica. Llavars, dper gue creiem
gue hi ha alguna cosa comuna en «és home» © que «és home® enclow
una significacid gengrica o, si voleu — i rebaixant plantejaments
- que es predica de prou individus efectivament plurals? lLa
resposta sembla: pel propi pensament de «és home®, aixd és, per
l'afeccid comportamental que hi ha, i.e. nosaltres hem aprés 1'us
d’aguestes parauvles i és amb la mateixa frescor amb qué les usem
que pressentim aguesta seva utilitat: aixe els donaria 1'eficacia
i i"auwrénla —— @l cos dana constantment unes tals experiéncies:
chservem—nNos guan escrivim o caminem,

En "en Fere dés un home” i “en Joan &s wun hame” sns ocLpem
d'éssers de carns i ossos! llavors no hi ha un édsser "en Pere”" i
un altre ésser "és un home”, sing gue hi ka un sl individu per als
mots ‘en Pere’ i ‘és wun home', i ara el problema de creure que hi
ha aqui un esment generic o una predicacid rau a justificar—ho. Se
que uso ‘é= un home’ per a en Fere 1 per a en Jaan, perd aixd és
la saviesa d'una igualtat linguistica. I =i i ha alguna cosa
comuna que difarenciem d’aguest individu i d’aguell individu ha de

ser Justament diferenciada: pero de fet no sembla cue tinguem
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aqueszta retlexid. Tanmateix hem vist gque "hom=’ @3 2! nom per a una
individu, que podem estudizxr 1" afer a paritir de 1 estructurs
d individus, que no té res d'estrany el fet dafirmar "en Fere es |
ury homa", "en Joan és un home" i "en Fere i en Joan s=on homes" {cf.

16 .

bLlavors les dades sén possiblement aguesztes: 2] pensament de
paraules d’ aguest tipus permgt la confeccio d'estructures
11nq31=%1qu95 3 &)l convenciment de la certesa gue hi has indiwvidus-—
PFB—&#E% per a un atribut (o atributs iguals) linglistic...tokb-dins
S EERT=1 frodor sofocdio, Perd en led oses no lingdigstigues els
individus (i liurs estructures) reben un nom, DeEr mEs gue aqui es
faci impossible de parlar d'individus 1 d'atributs lingdistics
mentre es determini qualsevol sintesi no linglistica perquée se sap
congtantment gue es determina. Fera hi ha la pos=sibilitat d'una
certa canfusid entre un cami i un aldtre: si bom adogt la correccis
e fCen Joan gz un home? i %ﬁ Fara és un home™., o gus “ser home™
&5 1'atribut diindividus com ““an Joan® L %en Pera™, i com gque de
Tet ‘en Joan’® o ‘en Pere’ poden =g noms per & "en Joasn® o4 Yen
Fere!" 1 de fet "ser home" reset a individus, pobt seablar qgue tot
o contirma tot; hom pot creure gque esta detersminant Yemn Perg' 1
Thame' guan estudia termes i atritbutz del flsnguatgs

#= obvi que poadem tractar talment sls noztres persanents
lingiiistics del tipus “en Perﬁ &z un home™, “én Joan &z un home ™
que creguemn en afecte que pr iquem una cosa igusl o comuna (s
un home™) & “en Fere” i a “en J am ™ i que per tant siguin de “zer

=

LR Sy
=

o]
nomae™ al costat del fat aue €hi ha ajxx mateix tots e@ls homes™: ds
inutil de pretendre gue prow de les streg reflasvions no g3 basin
@n mersz reglstroes {@n pensanents llnquighicai o gue s noshres

consideracions o un individa, d alguns individus
individus no g hi circumscriguin, & aquells regis

Lros -~ sind de
la circumsténcisa que wns tals registres necessiten agud de la
connivéncisa dun matsix i dels altres, en 1 accepcid que fde faot

+ -

,-

"en FPere sigul un home” i Yen Joan sigusil o un home" o gque il hagi
nomesk, B3 d altres paracles, mantre &l lilsnguatges 80 caniumt s usa
com & registre, 1l egment o un  dindivide diunes determisnsdes
caracteristigues, d’alguns d’aguests ledividus o dels individus
d aguestes carscteristigues pressupnsa gus bl hagi s Laﬁaibiiitat

de teair-ne (aqui) en Carn i GEED&; L pracisament agui "en Fosre ds

L

urr home, Yen Jdoan ds un home™, "aguests homse” o dtobs el
{peEr aqueﬁt haikn A, ¢f=5532~33 re Ri ha snalisi

urn home” [ llievat de la zeva
'la Maria” "ia Plontsertai®
e QA Sin homes

Plk:?; gftc.y i piEr tant

TS pa

3w

o OEBENSER  ©

e .;;ﬁ qmm prodicn 4
individus hawria de oir rum;crtu“e'a & 1la consi
pEra gn cap cas ingividur no hauria de
: i
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Alud é=, gualsevel presaptacid dun cas o de casocs pers mitia
g un now simbolizsme bhauria de ser considerat des d’aquest punt de
mira com un mitid expressiu mes al ceoshtat dels nrstr% registras,
sense acc2ntuar en cap tas la givisig dels A8k usats en
Pewpressid (llevat d'usos gramaticals), Re tot aixd n'hi ha una
prova contundent: sense la conemivéencia dels registres del tipus
gamentat de 4drepresentar? afers de carn 1 ossos gualsesvel
discerniment que ailla les parts d'un simbolisme o dels nosties
propis registres remet a un absurd: la consideracid perament formal

de ‘=n Fere” i '#z un home’ no remet a res, sind a ls mera relacid

"]

\V.g,

entre ‘gn Fere’ i1 “"é= un home , talment com entire ’anylch‘ i “uh

ihmlio . l
_ oclhcw pl.sv,

El gue anem comentant contina valid guan pazsem a frases que
no tensn ostensivitat («el]l punt @5 311l gue no te parts®} o que amb
prow feines en tenegn («Sabadell &5 uns civtatr», etg. )y &3 clar gue
un primar punt no @ parts L gue un segon QUG tampoc no &n bdE, 1
que per tanit preadiguem 4ne tenir pariss al primer punt, al ssegon
punt i a tots aguells punts gue vdlguem, perd és gue, llevat duns
analisi aramatical, no hi ha pas res gus sigui un pant L gus
pregiques 4n0 teniy partswy: agui hi ha un element d absurdit
perrguae la informacis logica de punt ve donads precisament per

w

Y
N T
o

ﬁ@n*“ﬂria ¥21 punt &3 allh gue no e parts» tal gual, 3 s
* <mak4¢ lagica nque pensem en detarminar $un punts é#sfia matsiza,
hwnv b
A< W punts %L L abraujament o €n punt gque no e gartsy
lth& els altres punty tenen parts). U altra bande, ens ho mirem
cam @Ns ho mivrem, S AR de]l tipus ¢l Ezxtsat s una institucid
complexay, dSabadell s wuna civtatyr, etec., senbl& gus ens ofersixin
una informacid lagica uanitaria: el parlant no té pas conscsiencia
que 1 'Estat i la institucid complexa, Sabsdsll 1 wuma ciutat siguin
respeprtives notificacionz ldgigues que anlliacem, zind que alld gue
exn ] 'Eatat 3 alld gque 2z la institucid complex a (26 aguest casd i
&lld qus &z ﬁahadwil 1 =lld gue éz una ciutat (20 aguest css) san
una sols coss i wé &= prertgamenf el contingut (limnglistic) l&gac
qu= comuniguen —— 2n la 3™ que n hi ha ostensivitet valen com 4on
Farg éz un homek; é@s clar que pradigues de ls C.E.E. gque @3 unag
ingtibtucid compleasa, 1 de Tarrases guse &2 una ciutadt, com sigui gue
ti

iz doninem la llengua i sabes gud not fer de subhiecte 2 %“ins

complaxa® o de € glutat™@, perd una tal saviesa Elnqujstzca I
gramatical =ole e wn dnterés ldgic {(2nlld 4'uns andlizi de
maraz forses) pergud 4la DL.E.E. 88 una instlitocid  suropzar o

“imrrages &8 uns cilutaty s =1 continmgut {ilinglistic) loég:
persona. Repstin-bo, de ol 3ixs phi ba wna provs conbo
sense la connivéncia dels nostres registres de drepe :
continguis (linglistics) lég: qualseven]l disesrnd
lems partz= 4d'un sismbolizme o nosires propis re
vy Aabsurd:r la ﬁnrv:jmracié parament formal ds
pnarts’, de ‘Sahmuwll I#s una olutat’, stoc., no
mera relacid de dibuldos.,
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gzq. La funcic en la tBeariffsschrifin.

i. En la Bggriff=schrift Fraege ens diuw: “Pensem &6 1a
circunstincia d expressar en 21 nostre llenguatge Tarmal @ gue
1’ pidrogan &s mos lleuger que =21 disaxid de carbhé: llsvors podem
col.locar el signe per a 1l axsigen o el signe per sl nitrogen =n el
lloc del signe per a l hidrogen. Omb aixd es saodifics el senbit de
a#n_ la gual estava abans "1 hidrogen™. Mentre gue hom pensa mutable
una expressica tal i com ko hem fet, aguests mateina gs - divideiy =n
un component gue roman, gque reprecsenta la totalitat de referdncies.
i en el signe que == pensa raenplacable pev un alire =igne i gue
csianifica 1l objecte gue es trobe en aguslles refersngiss. Anomenc

uncin 2l primer component, 2] seq araument el segon. .. Guasn en wuna
expressid, el coptinoub de la gual ne ezl oue sigui Judicable,
un_sians simple o cromplex ocorre en un o més llocs, 1 =l pencen
reemplacable en tots o en alquns d aduesis llocs per unag altra
COsa, perd arren per una mateixa cosa, llavers anonznem fungis 12
part de 1 eupressid gue es mostra agud imsutable. el sew srgument
1a r@emmlagéhléﬁif P

Lag dades a retenir 284n lez seglsnt: (1) Frege ssta pansant
ar  termss d eupressid, gue td un contipgut 1 uns signes o
componeEnts formals; {(2) els arguments estan representats per un
gigne reenglagablezs, perd en tant gue significa i'obiscte; (33 la
funcid sera el component restant, gue roman invariatle. perdg sn
tarmt gus raprezenta la totalitat de referancies®.

Frege parla doncs de la significacid del signe qus rapresenta
Iargunent, © 2l signe gus representa la teotalitat de vralacions:
teé molt clar gues po vol pas eshtudiar mers siones Linagiztics. Elx
fete semblern tanmateiw gue hi has agul un estudi gramastical dels
mots gue bi entren {per als guals hi ha noms caon “sighne de
17 argument” I 'nom de funcid’) 4 pels mateixos mobtias  gue
ABDENvALAram {5 28, #s dificil de no veurz en la segident funcid
res MBS qQue uns andlilsi dieupreszions matesatigques: dHom SnomeEns

=

¥l argument de la funcid i yreconsix &0
. 3
w2 . 13+ 1 <«
LA B B
» 7 . B3 5 e

H s ‘ Y wWfia o
i AT ET M TN L4,
3 :

. Dal sdonsr-ss

)
]
1
o)
-~
&

i
E\‘n.
ITa]
mn

of Aouirifs.
2 aguesit ot 1 aparta
Srundosae iI.S iI-&), €
Dartein 1Ghica per & &
s dei i temiticues =55
FRYAR Dropia conoepcid en faris un us mss originari.
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alld qui g@= comt d’aguelles expressions: @5 & dir oer tant @n ailo \
que_ 2. 3 : -,

n T . w F e \
o= troba fora de la “x®, 1 _gue nosaltires podriem escriuwes de 12 i
senuent mangra Py ; :
w2 (Y { s E

.

Imports d agsenvalar gue 1’ arqument no pertany & 1a fupgid, =ino
gque conjuntament amb 1a funcit constitueix un tot complgt: pergusa
1a funecid per si sgla 8’ an0meni incompleta, que té necessitat de
caomplemsnt, © insatisfeptar®, per méﬁ;due sg'ns torni a repetir qgus

ot Pyt e e i it

cal no confondre els signes amb 1 esséncia de la funcid.

e

En principi doncs sembla 5éh5at de congiderar ‘argument’ i
‘signe d srgument’ per un rants, ‘nom de funcid’ i TFupncid” per
laltre com a termes sinonim CPer aixd en "lonigen #= més lleugstr
gue el didxid de carbd” no ca admetre &ls noms ~argument’ "/ signe ;
d*argument’, ‘funcis s signe de funcid’ com a noms par oa aguella i
relacid, sind sols com & noms  per als +termes del registre
lingiistic &1 axigen @5 més lleuger que @] didwxid de carbd i al

marge d aguella relagicg. Fer exempls N
AR ¥ | - - Dt R >
hidrogen sz més lleuger que 1 didgxid da carbd
*mxigeny Yoo més 1lougmr que 21 didnid de carbo®
¥nitragen” *az més 1leguer que el difduwid ds carbe™

¥ argument ™/ *funcid™ /s

»noms d argument” Yrom de funcid™

Nazaltres sabem usar gxpressicons del timnus s mds lleuger gue =31
diawid de carbéd’, i podem construir-ne molise an un paral.lelizsneg
sstructural®,. B85 obvi doncs que Frege esta afectant ! domini 1
1'Gs del lisnguatge alemany.

2. Frege afegeix que 4peb & Sxpresaalr LRA funcio indeterminada

d’arﬂumentaA . Tem gusg A rancat ding o un pardntesi vadil HEEnrss
d'una lletra, per esempls

D (A
WocA, B)

Faral . lelanent

2l ropconte s la gignificacic dlan oredical. 1 aobjgcls
mai ne pabt ger la significacio motora o wa predicats
ginnificacis d un subliscia? {her Beagriti o wnd Seqgensisad.pa
ctf.pags.s7—-&8). :

significs una funcio de dos srgunents i, Z3 L 1ot o wmEth e
dehtarmninads, Eis 1iges o i ding del parégntesi reprgssnisn
Pooanktion ungd Boonrdff, pAags.didE.
Trmmmideri  tambd 2l lector @l text  seglenis ¥
Y ieat! i Ysuhiects en sentll granabicsl, nodem_ oy
[y
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agul els llocs gque A i B ocupen en la funeid, ja siaouin un o

molits per a /A4 o per a B ., D' aqui que

VA (A.8) L L (3,A)

siguin de cap a cap diferents.
1 les fungions indeterminades de molts arguments s’ expressen

d acord amb tot aiuxt,

£s pot lleqir '..._._95' (A

com; " A té la propietat @& ",
I p— S (A B)
pot traduir—-se com " B2 esta en r‘eferéncia—‘// gmb'/’ N~ -]

sultant d una anlicacid del prccgdimgnf'{Verfahren) 22 sobre
l-objecte A __»( § 10). .

! Deixant de banda el trag de judici 1 afer és curids pergue,
vista la farmula 'B(4) des de les Grundoesstze, es tractaria o una
marca itdlica d'objecte integrat per una marca italica de funcid
i wna marca italica d'objecte; en d altres paraules, no entraria
dins d'un discurs en escriptura conceptual pergug no serien
significatius. Sigui aquesta la interpretacid encertada o no és
sensat de creure que, usem els signes com a noms (@n wWNa atcEpoit
amplia del! mot) o com a afers merament linglistics, 1les
consedqliencies semblen les mateixes: gque hi ba algun paral.lelisme
entre 1'Gs dels nostres llenguatges i 1 us d aguells signes.

D'altra banda tantgfcam A no son en principi (interpretats
a la llum de les Grundgesetre) generalitzacions: el mateiw paragraf
de la Begriffsschrift (i el segliient) esmenta 1la possibilitat de
tenir & com un argument de funcia, i el fet dusar—hi iletres
ghtigques.

N cal deslegitimar doncs 1°Gs d'uns tals sigres, siné mes
aviat tenir-los com a derivats (cf. § 34, punt L}.

Z. Que passa doncs guan tenim®
—S—@ (R)

gque significa &) judici que la funcid és un fet ne important guins
siguin els seus arguments, mentre &s mantingui la judicabilitat?
En principi tindriem gue 'gﬁ Toeontinua essent un signe per a
gqualcam que nNo @s una generalitzacid (tot i gue fos una marca de
funcidly llavors poetser no seria exagerat de creure gue, la lletra
argumental convidant-nos agqui a diverses estructures d’arguments,

“cf.Begriffs=chrift & 11.
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msdevé polisamica, 1 gue per consegldent val mes  hendr ia
generalitzacid d'argumenta 1 la funcid com a Tormes tan legitim=s
com qualseval altra’presentacid d'un registre general.

4. Motem gus en 95 (A]

T —gZ @

cal (deixsnt =2l marge la condicionalitzacia)l la nostra mgs plena
connivencia linglisticg: aqui, és cbvifgsfdl'i'gﬁfn\' s@rien uns
dibuinos neutres si nctustszim|®tots aguests sén homes® i “Rguest
és home™ (i “tots aguests son homes" 1 "aguest &z hame®). en
conjunt un cas més del tot i de la part®.

] wun a ﬂ.l-c\n .L'vl‘_‘."\‘:‘m R PN TR Y PR

Lo 5'}6. La funcidg en les «Brundgesetze dey Arithmefiks.
' La designacid universal des de la perspociiva
de 1 aobjects 1 de la funcic.

1. La mes slaborada essoriptiwras logics fregeriana ez troba 3
ies Grundgesatra der Aarithmetil {SSl—#é}*F iwg Ta a partir de 174s
del mobt ~Tfuncid’ tal i com l'entenen els matemibics, aixi

'I(2+3.§13.§ -t

. : , . . L . .
seria 2! nom diuna funcidy la lletra §F  serveix p2r a mantenir
charts eis lliocs argumentals: els noms d’ argument @ls omplen (p.a.
‘13, completen la funcic, i llavers tenim 21 valor (s )y de lia
funcid per a 1 argument (€11, £3 clar pue 2is valors de la funcilo
o se clrcusscriuen a nombres; 2n ' ] whve

¥ =4

tenim, par als arguments G,1,2:3

aus =ON eEpressions de pensansnis en part vertaders 1 oen part
Falsoss el valor de s funoid } = 4 &noo 1 wvalor de wvarihatb
vartader o el de fals. Frege dic gus, aivwd com 2l nosbre quaters 8

sosparifioszis com un exeeple paradigmiatios

de la  gu cacid taambd =g pals
Iur constitucid tzutolagica 20 la nostra sccepsi

s oaardarats fan o refardncia sl primer volum de las




B

. 1 '.t 1 i i
la significacié‘ éﬁedeutung)’ d% A i 2 s il ver &= la
significacid de 2 = 4 g :“+E = 47 (peEr mées qus no ten=n 21 matsix

sentit) (§2)°,
2 J-a[u.u.ia
En el 5 T sraddenm gue %la Tunoid 95( Y 2 el mateix decurs
de valor que la funcid W(EJ» i wlae fl..mc:id‘é(f) i W 3E) tenen el
mateix valor per als mateixos argumentsy tenen la mateixa
significacide. En el cas de tractar-se d'una funcid que té com a
valors valors de veritat. llavors parlem de concepte 1, 2n lloc de
#decurs de wvalor? {derthverlaufis, parlem de l'eaxtensid d'un
concephte (Unfang des Begriffez). En 215‘4 transforma les funcions
gie noe tenen com a valor un valor de veritat (com l1a funcid
matematica de dalt) en referdénciss (Reziebung) gque tenen com a
valar valors de veritat.

En el segitent parigraf (5 3} introdueix =21 trag de judicl {una
‘ratlia vertical avantposadal i la ratlla de risc {(una d heritzontal
que li és afegida), squesta Gltima {(gue és una funcit) fent gue el

valor 4°a3lld gue contéd a la dreta sigui un valor de weritatb:
1’ asseveracia {(Hehsuptung), perd, necessita tambd =)l trag de
Judici}), i llavors Hich - diu —— fasse ihn {i.e. dgr Wagerschie]

ale Functignsnamen®. Frege introdusid agus com & exemple un funcio
%

(*f) quie sals pot tenir com a argoments valors de veritat {(p.e. b
= 47, i a partir daguesta funcid zuesplifica el trac de negacid

(§43.
L] 4

Despras { §§ 7-2) presenta =21 signe d igualtat: [=d  es
refereix al vertader guan &= =1 mateiy qued..éﬁ clmr QUi @R per
2

[
o

X.(x=21) = %

hi ha wna wuniversalitzeacid de 1x igualtat, gue agui sempre
significa la veritat. FPera

2t
¥.0x=1) = x

significa &! fals guan introduim "Ll per “x' 1 ia veritat guan hi
introduim "0, Com que 21 trag negaetiu de
) '
- FEdy o= Hx
no Frr umrm trla dG ﬁ1T@“ﬁﬁr1ar la nvqac;é ge la

Thhservi s la tarminnlegia: HI”H 5
auE seinen Sinn
MHamen Has, wWas

“F W 2 la Funcid matematica i ami L paral.iel

Ly, c¥. & part del treball -
i?fg Was igt'e.ng Fupktion?, schrztot pags.38-90,
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. a . i
;o TN 2+EMA= DR
prr & la universalitat de la negecid, i
\ 1
o— 2+ZA= 54
o Ao ) ) T len Pl R o
S Negacld de la universalitat. La univerzalitat sesdas liavors
.
) ! - te
. - P+IA= 3.0
Fer tant P

n amb

b ' X

b=t

sigRrifica el vertader guan 8l valor de la funcis { #r a cada
argument &= wl vertader, altrament #s el fals. Afeg&; &
eontinuacis el recte Us de les lletres gotiques,

8 ha =2smentat Ja 1l equivalencia gque hi ha entre funcions que
tenen iguals valors per a iguals arguments 1 funcions gque tenen
lguals decursos de vaior. Frege creu gue aquesta eqguivaléncia ha
de sar factible en a@ls zseus signes, 1 aixi escriu (5'9} QeEr &

..-—\:.}—-‘ rl.z—u. = H. cq-"l‘
. 3 ¢
,ﬂ'u&p\-tu-ia: \ E (Ez- £3 (.;( (d [9\-1.\)

]

L ? 1 !
—na-m (g~ f) comprén el decurs de valor de a func

o B %,

X (A - (A -4\ 21 decurs de valor de la fumcid §‘(§ -1Y). En general =a

dlu que

'E& (e’

significa gl decures de valor de 1a funcit;gsff)iper ity mabeix
traduira ees tard 'aguivaléncia entrz dues fupcions gue tonen
iguals wvalors par a iguals arguments i dues funcions que tenen
iguals decursos da valor aiwxi

— (EF(8) = A5} = (—S~F(a)=g(m))

tot constituint ls cinguena llei fonamental), Despréz pas
guplicar el racte Ys de lgs lleires gregues mintsculss
caractitracica del deouirs de valor &z une de les movetats o
=ants
incis,

o
2]

b
SN
m o

Grundgpzeize, de consegisncies proug intsrs

= powls dsoursos
walor podesn entrar com a argunsats eén una T

Far acabar oresents la funcid \'§

Sng) &soun

aus pot acomplic dues missions:
sols cau un obje:tes i i
g Dh;ﬁitg no asfisfs 2l congepte, Llsavors
) 1373 wmby YN & L
Guig ng[E { &151. amb EFE) hi ha la pos
i 11

tradulr 1 articles determinat languatge,

per



Els gstudien el condic

6§ 1z-

de les inferéncies 1 de
imprpﬁcindihle &=

3
e

1'ezty
l’t.’mi( &

=Y cnnseqﬁéwcias,

190

nasSsq deaprés &
de les guals
ard n’afua#i

ional, i

de les lletres italiques (SS 17-181, gue mai no Slgﬁlfl*UEﬂ, sindg

que indiguen (andeuten’.

L 3
2- Fins asgui hem tingut =] punt de

—
i les llstres d‘cbiec*e.

de funcio, pero no n’hem fet un gstudi.
1) fﬂ—\t."r-r-'tl:'-:"
L) ? 3'-1-' 11'70 -
i
(1)

1HJ I o »0

gs clar que també hem

mira posat en 2ls obhjectes
introduit llstres
Considerem doncs &1ls noms

an &5 facil de reconélder gue s'abtensn a partir de

' It '

-:—v—r-gg 4R
quan :uba*ltutm wi nen de func 1é'55(flpc15 oM dm funcis ?l 9;
3: >o‘ ? =4 . Par tant tenim en'! fD(n,\ una
>0
expressio an la gual el nom de funcid ez pobt repmplagar per Poms
n =] fnnciﬁ Anh oun argument. Adwi JiLll, (2 L (Y zdén valurs de la
. + P o

fancis =T j"ft‘l-\ per s difere arguments. Agui (f 7 juas el
maheliy paper gque en ' Tl V'una ni 1 altra perianyen

-

& la funcio. Llavors lee funcions
chisotss les anomensm de primer geau:
funcions d2 primer grad reben el pom de
concepies de primer i segon graud
ghtiques per =& 1@5 llgt*es de funcid

§ 2137
tanim

=

guals sdn
qug tansn Com a arguments
fogoions de segon Qrau

Coan a oxempie de listres

]
LA

_]_ Jl--‘ﬂ lvd.t.-\.-‘l'-‘ﬂ 1“":

F (ay '’
'5 Tewsu pv cout
()
d'italigues per & ilms lletres de funcis
‘
1 ._T___~_.ffal
L
Gy
. i 'nl{u.muts
£n =1 2R mns prezsenta funcions i wa =Te.
i de grag igual, &t 21 23 el concegts de sEgon grao
MMotits que la interpretacis de ies lletres de funcic
fer & AUAH«= per exemple, "B o(a YFuty -~ com
e . y g s i s |
magt - @s Lna ligtrs wbquvmér ca Colslooada
grig no paertany al llenguaibge b?*rfﬁ
tot. Fhilosophy of lonic. pags. 24—
22 A4, B2, 9192, etg., 1 oen ea;mwhdi la discus




] W
1l
A e
relpenctes ‘ ‘ ,
a arguments eedweismz de primer graun. En aguesta ascensld podem
passar & Tuncions de tercer grau ( 24~28}3 per exemple nosaltres

indiguem {andeytsn? una funcid de segon graw amb un arqgument (gqus
#s una funcid de primer grau ambh an argumsnt) en

‘ M}'& (?fﬁ}} l

Per itija de la lletra itdlica de funcid .97‘, talment com amq ;
indigquemn una funcidé de primer grag amb un argument. Aguil -fT)

R ﬁa recnnéixerlels lipg=s argumentals, talment cam,? ho Ta en

: f(fL La lletra A omple el llog arqumental de la funcid gue sntra

cam a argument {(Frege no ens dons exemples de 1°ds de gotigues per

a noms de funcid de tarcer grau).

-

I. Yal la pena de recollir tamb? algunes definicicons en el
text segilent: ’

«En 1 escripturs conceptual ne vull anomenar noms  les lietres

gotigues, italigues i greques perqué no han de significar res. Per
conktra anomgnc un nom ‘—f?-ncil ‘s per exenple, pergud sinnifica
el vertader: @z un nom proed. FPare btant ancmsng Ui nom propi o un
nom d un objecte un sidme gue ha de signifticar un pbjecte, 21 =signe
sigul simple o compliex, pasra ng eguell signe que solz indica un
chjecta.

Guan o’ un mom prepi excloem un nom propi, cgus constitueix una
part de 1 'antericor o que coincideis amb squelil. en alauns o en tols
gls llocs on ocorre, fode tal maners gue es oot recondixer due
aguests lliocs han de ser omplesris per us mateiy pom propl dualssvol
{llocs asrgumentals de primera classe), llavors ancmenc alld gusz
oihtenim gn nom g uns funcid do primer grau amb un arauesent, Uno btal
nom constituein, conjuntament amb un oom prool gue ompli 21s 1locs
araumentals, un nom oironi. Conforme a ajisd tsnim e&n '?’ LU ST
gde funcid semprg gue 1z ligtra tE" s0ls fari recondixer =iz llocs
argumentals. La funcid anomepads amb aixd té la propistat gque ol
s2n valdr omr- o cads aragument coincideix ambh aguest aroumsni,

hean o un pom duna fundid de pripsr grav  ami un argumenb
exclaoen un noo propi, que copstitusisy una part de Vesnterior, zn
nots o en alguns lloce on ecorve, 1 de tal mangra guE e o0k
recon@ixer gue aguests lloes han de ser omplerts per wun neisix nom
propi gualseval {llocs argumentals de primera claszed. llavo
anomene Alld cus obbenim un nen 8 uma funoia de 2kapd

e

Ouan d’uw nem propgi svycloen un nom g'una funcis
O ati, gue conedrd fedy pms mart de 1 antaris

e s e b o

5 &2 Lo Ty

llaocz on ceorrs, 1 de tal maners oo =2 oot recondisse gus
liges han de ger omplarbts cor un mestely non gqualaevol

de primer grau (lloes arqumentals de s2aocas o de teros
tlaveprg ancmens allo gue obtenim wun nom o' una Funcio ds
i oon argument, §ode secops o de tercera classe soogons
imes argumentals =60 ds segonas o de tercers o

uaften wun nom precl substituisn noms penniz
wna gavt de 1antsrigr o ceingideixen amb  acus
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d'objecte, i noms de funcia per llietres de funcid, llavors ancomenc

fletres italiques, llavors anomeng la marca obtinguda marca italica
d'ohjecte. Per tant les lletires d obiscts sén  tambs marques
debjescte, 1 les liletres itdligues d obiecte margues itAligques

d ghiecte. ..

d objecte, i noms de funcicd per lletres de fungig. llavors anomeng
alld gue gbienim marca de funcia, I marca d una funcid de 1a
mateixa classe gue aguella, o] nom de la gual 1°'ha originat, Si la
substitucis sols es fa amb lletres jtaligques, llavors anomeno la
marca obtinguda marca ifalica duna funcia,. Tamb2 les lletrss de
funcid son marques de fumncio, i les lletres italigugs de funcio
‘margques italigues de funcidan( § 2&).

Far tant

lletres italigues, gétigues 1 gregues ~* no san noms (no
sigrnifiguen res: sclament indiguen?

nom o nom propl un zigne simples 0 complax

—————

{d un chiecte, p.e. que significa un obhiscte
i
Q=
nom propi
- )
nom de funcis de primer grag llocs arguamentals de
amb un argumant primera classe
Vs — o I
nom de funcid de 1loc argumental omplerts amb noms propis
prim=y« grau amb dos ;
argumants
cmplerts amb nroms progis
nom propl
- -~ —
nom duns funcid de s2gon grag lloos srgumentalz de segons
Bl Un argumant i tercsra classe {(i.=.
funclons da pre Gran amb

ur srgusent o dos)

omplerts aab nems de funcio

de mrimer girau



nom propi{ noms propis =» lletres d'ahjecte}_dr marca d obiecte
Aoms funcid —> lletre de funcid

(51 a través de lletres itdligques} —» marce italiga
d'cbjijecte

nasm func@é{ noms propis —r lletres d'objecte [ marca de funcid
nomz funcia -» llegtre de funcid

{zi a través de lletres itadligues}-9¢ marca italica de
Tuncid

El text certament é&s clarificador en alguns pantz: (1) un hom
noa té noms propis d'objecte guan esta usant meres lletres; (2)
tampoc no 2 noms de funcid guan estsd usant meres llgtrez. Per tant
la substitucid de noms propis per lletres o de noms de funcid per
lletras fa gue tinguem marguss d'objecte o de funcid. Dins d°agquest
context s entenan laz repetides adverténcies ds Frege'”

L '2xcepcid ia fan les lletres gotigques guan ra
clotet (Hohlungl. pergue de les italiques 2n coniunt ca
an_una llstra italics el domimi bha dienclogrs ot alld gue hi ha
an 1= proaposicia mes enllid del trag de judici. Per aguest motin no
gz pot sxpresssar maei la negscico de la wuniversalitat amb una lletbra
italica, perd =4 la univarsalitatr de la neascid. Mo hi ha donce cap
ambigiitat, Perd es oot veure per aixd mateilix gue 1l expressio ds
1= :rin'Ealitat amp lletres gitiques i =21 claktel no He Enpérflua.
El nostra stabliment del domini d una lletra itadlics ha de
gglhiLtgrw¢a par zota, o per osobrey d7agui gue ge pugul estendre
i tal demind & mpltes proposicicns, cosa oue fa gus les lleires
itAligues siguin secaients oepr 3 fer un servei en les inferdrncizs,
guan las adtigumes ng =l poden for 8 cousma dp la circumscripold

wuoem damunt del
I dir dgus

. ) Vi . . .
*“«mg- aviatr § no ocorrerid mai en els propis descabdsllamenpts

de 1l escriptura conceptusl:z Liusars sols en 1 swpesicid dm
Pescripgiours canceptual i o1 ols sscliarimm HFPJ 5 Z inotalls usant
S ;

-4’ ens diu gue «paturalment el signe 4 no he de o zonzo

significacis, Tipd e cad aue  sionifioud 10

Iramscripture congephual noe han d ocdirrer noms sense siapificacis,

Alle gue sstablim = interprata doncs qqu‘—zﬂ gn_ tots ole
gignifica quelcom, donsat #cols =21 cas que AV eignifioun: guei

Bl Eramsnt —-? G0 2&8ria cap concants delinitat rigorogsamsent .

tant ni de lluny cap concspte en el nostre sentit, Falg seevir

doncs lez lletres greguss majlsculess e a noms . com S

signifiquessin auslicom, sense que sn lldiurd 1la sigonificacid,. En =i

mrmpﬁ descqbd?liamEﬁt de L ESﬁriﬂuUFﬁ canmential ocorreran ban poc
zen_ $£! 1 €'» &5 (nota 3, etc.
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P

estricta del seu domini

Fodria creuwese’' s, perd, gue fuas @=cricn concepiualment 1a
definicid dal, nombre a partir d'una funcid EI\Z: que ﬁvpllca
des de ,d4 N 855(8) gque té el mateix significat gque , P(4)' ,
eto., la introduccid de noms sembli derivar—-se de la presentacio
de margues.

4. Ens hem circumscrit é wna brew sinopsl o uans importants
paragrafs de les Grundgesstze, que basta per a entreveure—hi la
genialitat indiscutible de Frege. Adonem—-nos tanmateix gque no cal
prendre molt seriocsament

. 2
vo= (ZH3.8 ) .u

cam un fet universal, car sembla més awviat una rezultant (cf.j»ge}

- +

gan la gual "%’ 1 "’ poden prendre’s com a nems d altros faemaea,

p.e. - : Mo
b4 1.2,%.4,5,2tc.
v 3, 2B, 87, etc.
. ... wmﬁﬂ
aind @s, o ‘x° 1 Y’ SO0 NORS REX & ung feema, o 2860 NOME PEr A una
estructura (mal ng indefinida) de £2NH2%. s circumstancia gue Yu¥
representi Lﬁf¢et$? 1% i gue ¥y¥ representi la—sosms “Ehood gus
-t - b awadeg
*ibhicen 5-17' cf.també =1 zeglsant ta auma lighra itslica
té com & deomind 21 contingut de  tot el Judieid, senss  gus

g asspnvyali aixd per mitia d'un glotet en g1 trac de contimgut. ..
Cal que ss reemplaci seampre uns lletra italiscs per une ghtice gue
no occorrd en el Jjudici, mgnire gue =s'ha de col.locar =l f

immediatament despras del trag de iudici. Foar sysopls on
l———-Xf_nl
25 pot posap 2§
—— X
quan & =gls ocorre en  els 1locg  argumentalo ﬁﬁ.){(“} %
(Begrifizschrifl 11, Si méds no la iinia o arqumﬁn[ﬁrLﬁ iz ’r@gﬁ

sembla diferir conceptualment de la distingid de FPesne de
variables en reals 1 aparents {(cf.bMofalions ﬂa '
mathémabigue, pags. 137138 Studii di logicas mas .
207 Legligue mathemnaticus, pag.243, 1L owl seuw o
sintombétic de ldgica matemitica, Forpules ds EﬁQlﬂﬁm
pag . Z1E) #le BPrincisia Mathomnatics segue;
271, Frege t& curas, zmembla, de 1 aver de
Paana maz avialt es pregcups de saber qu1ma
wariable en la funcid, gue no necessi

pergud coneirem ja 2 guinsg classe pertany 1a vqriﬁ
certament un estudi mds detallat de tots  la his
possiblament assenvaliaria alguns sqguivoos entre Frege 1 Feano.

i il

Jul.'
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£n

tinguem :
D= {2+E,1 1.1

. 2¢
te certament una veritat, valgul =i cas el Tet gue G 581 qguadrat
e w, multiplicat per tres s8n tres, més dos fTan cinc, i

multiplicat per 1 fa cinc® &= una calla de determinacicns ¥

aprases aixiy altrament .
4 = (2+3.1 }).1

seria Tals pergue no existelx Tap aprenentatge fesmed gue hi duguiz
hi haurd hagut algun error, alguna equivocacic en el calcul Pemed .
Sembla doncs que no hi ha cap inconvenient d’angmenar argument’
"%, i ‘valor’ *y*, qguan per & "x" prensm una Y2582 qualsevol (per
tEnt 'y’ @eria uma lletra per a anomenar arguments) i calculam
guing F222T s 24 correctf. Perd sembla poc probable gue 1la funcid

matematica sigui precisament alld gue ez troba entirg un argument

aviat en ls correspondéncia gue s establedis entre als nonbres, els
siones dels ousls posen en lloc de d¥ 4 i . emls nembres  gus
resulten, prresos com les signifigacicons de le nostra exoressid; wns
correspondéncia gue es representa intultivament 2n 21 decurs de ls
gwrﬁﬁs la igualiast QQ_LQ cual es= L 1N

Y = (2T X} ‘ :
en_cooirdenades rectangulars. Lo ssadneisa de l1a funcid g2t
la part de 1 expressicé que es traba fora de 1a 3 .« L o
g una funcid tf necessitat de complement, esita insati
Llgtira Jx' scls serveix per a mantenir gherts els liocs & un sian:
puméric que ha de complgmenhtar 1sxpressid, i pey  btank  §
reconsiner la classe spspecial de la necessitat de complemnsnt o

"forma 1l essfncia propia de la funcid dali azsenvalada, En ol gue

P

. [] A
sogueiy s'usard 1a lletra .;’ ' en_lloc de ) amb__ aguests

finalitat...#(§1), de tal manefa que tindrzm 21 nom de funcid
i 2 )
(Z‘+ 3;:E ). ?..

Aguall “entre tanmatein &3 proug torbador: la darrera formula no
senizia) la nostra funcid matesmitica:; fins i kot prement, contra
1opindd de Frege {par al gual T o&s spls wna lletra gue td uns
finaliilat esclaridora, i.e. sls «forats» del nom de funcid}, un
mombiye fH{ip.e. 1 o wna estructura de nombres, per exemple

1
v ] - 1
{Z2+3.1_3¥.1
P ?
a 2} o (+3.10 .1
2t L2
z*
' 1 E
3% .
= « 5
4[ o &€

Ram e osap veurs on éa\la mostra Toarmula smataand s
aparsaud un nom peyr 2l o walor no il oha funcis
matematice sembla agudi ona funcia sntre ¥
parliam del fet gue v éz funcid de M, 0 diem =0
pEr @rEnble, qQue = HYogs el nom per o a L, llavors v &3 2l onom

P \_“




ﬁru S5on

13

T

.

ﬁer & B3 si ‘%’ ho és per a 2, llavers ¥ ho &s per a ZB; =i X
ho &= per a 3, llavors 'v' ho és per a 87, etc. (per tant, en una
segona accepcid, ‘argument’ i ‘valor’ serien tant noms per a v u~
i *vY, com per a alla qﬁ?)anmmepen}. -
Iyl N “‘f

Frege canvia, sembla, 1° accepc16 de la funcid matematics guan

creu gue . a
L12+Z0 1)

45 la seva essdncial perd agui no hi hauria res més del gue hom veu
en  aguest dibuix; hauria sobreestimst el fet de poder anar
representant

£ -

[

§ = (2+3.47).1
28 = (2+3.21}.2
87 = {(2+3.3 1.3
etc. "
u\,wﬁhw‘»
i la circumstincia gue agui hi ha les igualtats “we 2 pe
-1 E"}-{-"v!’ =) x “:‘ ‘__‘N"" i LR-LU'
i-:-“'-- a :‘« )“k wy:, r-"("'"’"m A
(2e3. %y, v *

La funcid matemitica Rla una relacid entre w 1 v, entre 1
r O 2ntre als seus poamsk Cfuncid’ seria un nes per” a una relacio
tdonada, fos antre » i v, fos zntee 1 4 S5, fos sntre la série 12,5

la s@rie 5,28,87. Far conseglient =l motiu gue s ha tingut per
s ar ho wry ra2lacid na cal prandra’l el s e ; ;

mes @nlla de qualsevyol fslimi *Af1ﬂu =ing
LAY Lol (.rr-puu. N

o)

2%

[
t
o
o

limita segurament a relacionar v amb ¥ a ¥ravés d'altres nomhres
diem, per avemple, qus &1 ai quaa}at &5 1y multiplicat per
fa tres, sumat amb dos fa 3, 1 multiplicat per 1 fa cing® Un

roatud

|

it g

&
al motiuv entraria dins de la mistéria de la Tfunceid, i par
1z motius diversificarien les funciome?®

Som conscients que extremnem la duresa critics on
funcid fregeriana gquan @5 refersin a formulos matemasi
Ia podriem sntendre talnent com ho fon amb Peano (cf. §
Ma hi na <dubte gque gualsevol us de la funcio liégios
Vewistdnoia de funcions matematigues: o1 problemy

Pianotacia 1agica de Feano #s5 més aviat instrumen
treballs wuna formalitzacids i la donsda
matemsativca; mEntire Que  en g hi na, sembhla, una

i Tl d'aild gque entenes ser funcid matemnatica, gue

Tacord amb s Spiee oconnepcions de la funcid i

ih diuns recensis dels Frined
] rowtlario, iogica-mabhomatios 62 ¢
tracta pgropasiticnes 4 mathematica

o Fppr— - oy = = - R
logica-mathenatica mr o oswnlinsa

n: B
£L 5
153
U
o
—

R NRAN




Loz

Huan Frege transforma una funcid gque no té com & valars valors
de veritat en una referéncia {gue per tant t& com a valors valors
de veritat i gque cal no confondre amb el gue nosaslitres anosanem
relacid ni amb =1 gque anomenem funcid 2n matematiques) agombola elsu_
problemes: d una banda crew ogue Tossdncia de la referdéncis Test&
justament en la gpart inzatisfatea que mante oberts doszs llocs
srgumentals, d'alitra banda creu que la sigrificacid (Hedeutwunad
d'una referéncia €5 el vertader ¢ ed fals: d'aixd n'hem de parlar
encars una mica.

3. Sembla dificil d'admetre gue el wvertader 1 el fals
esdavinguin valors tal i com ho vel Frege; gque

§'= 4
s=igui una funciéi arr Y &5 el lloc argumental ens dud sequrament
Jarmegar gque T ) = 47 Eiguillatfuncié matemitics ] el wous o

wt= 4

gue posaria en relacid {(en la nostra aocepcisds del mot) un Asmbre

i n a traves d'una forma "=’ 0 “digual’; d’altra banda 4 Lo,
- atabliriecs

QL{E’ e l‘(; T
e A z =4
pargqud Bl ha agui uns relacid d igualtat entre=
4 4

qua, asteticament i per tal de posar una nota formal gue facilidi
que determinem justamant aquesta relacisd, pot perilongar-se amb
4 = 4

gue es liageix guatre @s igual a guatra™,
' e wa ) M e W A

Siguli doncs per apranentatge, & =igul per la igualtat de foesss
(i no hi ha necessital de rebutisr eabsolutament gque hom pensi tambs
en igualtats de nombres estructuralszs i concrats, cf. Sg Fdss), ot
tingriem que és veritat QME‘“ﬂUGtFQ #5 igual a guatre?, i &z fala
guaz gl guadrat de tres sigui igual a guatre® O gue £nou =iqul
igual & gquatre®: independentment ara de ls concepclio de la igualtat
an glisstid, la veritat i la falsedst senblen esmentar =i hon gg |
gl mal us de les psraules o dels aprenentatges: @s fals gue &nm

‘l.
Figul igual & guatre™ pergud no he aprds mai aguesta dakarminaziﬂ
oemed . o pergué s determinecild relacional entire deeseeess  §
’qﬁﬁﬁwﬁd fo la d'enire pombres sstructyrals o S sntre nonbress

mtudim suffic Lo cognosoe gued e
isto movo ariontia ad mathematica,
logica-maths e ut thwntia in
thooris e nyg ito
Aguest fat del
dwel tall de 1:5 ﬂ

s id

i

Tormalitbs i
g5 glar, 4
mestamatematic




concrets) no admel 17ds del mot "igual’, @3 rebutja agquest .
i tot sense necessitst de pensar en una determinacid no lingdld
de relacid d igualtat.

Tot aixd implice segurament ques @l veritader i1 el fals no
formen part ni del ®guatre™ ni de I'altre "guatrs™ en la
determinacic ¥ guatre ©s igual a quatre® —— pi del “rou™ o a1
guatre” en #nou és  igual a quatre“h" sinG gue © son mers
registres, o 502‘ ns NQms SIOERE AT 3 quatre 2a igual
a gquatre® o|Ser ! an Hasaf&cte en “nuu gz igual a guatr=™ E1l
vertader i £l fals no estarien en la forma "igual’ ni estarisn en
la relacid emdss *guatresgquatre” o "nou/quatre™ psr un canitd, i
la forma “igual’ per 1 altre, sind gue es diven (Si &8 Vol ) wi—wen
axperis#ncia en 1°4s dels mots. Liavors, @ el cas de =er mers
registres, s'esgoten quasi en agquestag Zlikmt: si no ho son
samblen mots que entren on determinacions on s aprova 17tis d-altres

mots o on se’l desaproval™

. .
El concepte fregerii sembla gque comporta dancs un canvi 20 la
neacis de la funcio matematica i upa certa confusids entre isc
determinacions on es diuen e&ls valors de veritat de la furncia i

aguests valors de veritath.

S lea funcic ~~§', qua tindria com a argumnents valara de’
veritat {i te¢  valors de wveritat ocom a  valars), e ia
dinterpretar-se en priccipi com una funcidé de prou uniwﬁr391¢tac‘
com sigui, par sxemple, que "F o= 4 o ‘47 o en Jdoan 23 un home”
(tenint 'en Joan® significacid) en Snrlenlarrument3~

woury ot

A handa o aguests funcid, 4 continuant 1 estudi de 12z llotres
d'obiecte; Frzge introdueix 1'us de les lletres gatigques a oRrtir
d’un exemple d'igualtat, on els mrﬁ4montq ne s0n valors g8 wveritat,
perd =i la significacid. Perds sembla que interpretant

#{x—-1) = Al"-“x-
com una funcils matamdtica, agquesta contéd naecessariament =2ls Loroes
de ia relacid (n PFi wna  Tuncid fregerians);: Iz Funeis

e G-l oanrnas
TN gensral la veritah ©un olAloul maten
bong anrenentatge RHREQLY 4+ 2443E7 = 244349

s@EguUeLxs 1l =0 ”QV@”
nowe o1 tres fan quatre, eto ; 3
genaralibtzant-se =il mateils (=f.psr exempl&S&?}Q
gque la veritat d'una prova, deixant als usos
nombres, ws basa aixd mateix en ol b =
@n la prova, atsd #25, 20 oun ordre 4 operacions
¢ una acoen wig del mot provar, la mes usual en
CF . peEes § 49 .

reqles de la s
f]




¥
A,

O Bols 2% alxd, O €3 un nom per_a una altre (o daltres)

] —i
{

{3

e
l
Al

tal 1 com vam veure dalti. *

Diguem—ho whna vegada més: la manara de trachar aquedda tuncio
matemdtica &s del tot valida =n la %ﬁ%ﬁ?qua Ao vel substituir-la,
sind anomanar-ne parits i ser aixi une funciod (fins i kot funcio
matemitica &n una accepcid asmpla dels mots),

Quan Frege la presenta doncs a btraveés de

LTS RE AN U

no ta meE que ofericr-nes ena altras nanera (no ia usual) o sscridre
urna funcid sstematica, de

i
pergue perset la negacid de la univerzalitat
! i

& negacls anteses com A registres lingildsti
clroumstdnoisg - seguramant  on @ssEripol
diteranciat listres gatigues i Ltaliguss 4 ob

ita
congiderat un nom per a8 un valar o per vna setructara de valors
la conducta linglddstica de dgan valore', guan no

mer regishr g =R oIm oA rEgisth

R ovalors

slae  wal

0 s

E dntrogdulrese
o e g em .

A
Craarmry T e

B L ST T

LI N - R
cregues que  VEBIE) Yon una fraducel Liarticis
r SOt A

e raeetas

gulal cay

wmiat o a
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\
Facordem que per 3 Frege ‘T: 5 t
24 o @} P z _ le,‘u.umJ

éeigna funcio amb dosz arguments: agui 21 nom de la Tuncid {(i.2.
T ) podria ser intergretat com un slement d'una iguealtat o com
‘! nom per a un slement o Lom %1 poOm pey & una estructurs
d'elements iguals. Aixd és, T_g’ semidla juna funcié amb
iguals drets gue B § = C « 1 gue gr‘et;alla com 2] nostre esguema
Bl,ee - 11BVOFrS.. .9,

7. Sembla entr?&?ura's gue les§ anomenades funcions de segon
grau treballen ps&ié le= funcion= de primar graus igual com les
funcions de primer grau respecte dels seus w=berd, i.e. tenim uns
forma o tenim un nom per a guelcom o per a una estructura mai no

i ini E ] =] ncions |
indefinidia. En el cas de les funcions a¥5mwﬂwd$

la furcid frageriana des segon grau
e e
represents con_si es traghdés d

.

wna Tuncid fregsrians de primer grauw

amb una farmawnnm,?ﬂi‘per aixt les gbtigues per al mom de funcio
=’ haurien Tinterpretar  igual gues  les gotigues per  al  nom
d'objects, 1 ila rests del nom propl com 2i 22 tractés & una funcis
fregeriana de primar graw. '

s funcilione fragerianas de b
a les funcions de sagon grau; com las
de primer gQraur! s part de la fumcd que =
funcions de-segon grau s hauria o interpretar rmm =3 fo
argumental d'una funcid fregerians de priase graw (gus
t gy

cer grau funcionarisn respects

de sagon grau respechs de Ia

t polt substitule per
= !

]

-
H

mital, 1 par alud la llistra diagusll nom pot ser g&ticas,

Sempre sembhla tractar-sz doncs de retenir les igualtats i dz
nosar 2l onpom o a la restaz: la letrea d objeches &= um nom {0 una
Torma) menbtre la funcid de Qrtmar gran S5 oana forma o un nom per
@ coses iguals o nles dra —-— pero guen benls uns funcis de osegan

e Pt ]

Grad, llavars ftot alld gus ara funcld ds orimssr grau, ok N

dialtres Tuncions do primer qrea, T encara perts iguasls 1 parts
gue reben un naom: una de les primerss gsdevd ger a Frege una funcls
gz Fﬁgﬁﬁ grau (i nosaltres hem dinterpretar 21 oom con una llstra

de Lloc argumental 1 ls rests com una Funcid de primer gragd

posiam llegir de nou com a forms 2 2om & noms per a formes, eto. Totb




./u.t-u-}.. a‘] E-
Rplegat sembla una analisi de fewmes 1 el fet de donar nomsz: hi
hauria una seletcid.

Bivd mateix sembla suggerir guelcom de mes ampli abast: gua
s sagurament impossible de constituir mai la sintaxi d'una fdrmul=
(aconseguida com a resultant! a través de 1 escarida descripcic
deles gignes qgue hi entren {(construccionisme de les opsracions,
reglatge de la quantificacida, pretensions metamatemétigues, =tc. )
i gus més aviat un hom defineix la sintaxi d'una fdrmula graciss
& la connivéncia gue usa les parts com a registres dja carregats
significativamentht.

._1¢Jb¢ﬁJ —i axkeasis
_ . Esmentarem en £ punt sis gue €1 nom del decurs de valor
{guan no 21 tractem com a mer registre) sembla una forma o un nom
per a wna estructura, per a un valor i fins i tot per #cap vator™
=2gons ele casos; aftegim que, en el cas de tractar-s2 de valors de
veritat, el decurs de valor pren e2ls noms d ‘whes® d'un concepte”’

a ‘rnlasse’ i d abaes duna referencia’ e relacid’, i.e.
Begriffaunfena: Blasse, Unfang einer Beriehung: Relation. LDes d un
punt de mira del pensaement zimbolic de Frege la diferéncia entrsz
un concepte 1 el seu corresponent decurs de Vaior pot semblar
diafanas £l concepie arrrel guadrada de 4, i.e. E &, semhlia tenir
com a decurs de valor 2= 4 4 (~2¥ =B, gus son els valors de

veritat veritaders, i1 per g gualsevel altre argument el valor de
varitat #s alla fals. Des d'un altre punt de vista, perd, Jaguella
funcid podria semiblar una forma o un nom, dins d szaquest joc

i
e oa 1ot wowm &
1=
{(~2) = 3
i per tant £l nom gque pren el decurs de valor no saria 21 zignz

' una funcid fregeriana ni d un argument fregerii, sing gue, quan
o l'usem com & @mer registre 1 1ldnterpretem amb wuna carta
liberalitat, per prisegra vegads tindriem asgui el nom per a ana
gstiructura completa gque contindria alhora alld cue =ra anomanat oer
la funcid {gl nom d'una Funcid era peEr & WA Cas o per = una
estructura; 1 alld que era anecmsnabt per la lletra, gualsevel que
fos 2™

Mlanmateir podria creure’ s que quan osp argument nNo satiefa
una funcio les andlisis fregerianes zesblan dizcutibles: binguem
per exenpls el conoephe ﬂ-§3=§ o no igwal 8 $i mateix: en
principi, quansd —~E«§na‘apligquds als llenquatges naturals a les
fuﬁﬂul@% matemsdtigues semblaris sar-ne un regisir i

la mads que 2quivaldria al registre €nc iguald 2 =i matmiu®: perd
Hmu.la discutir-se #idi =——{) = (l»n &3 rzalmant sgquivalent al
gpistre 2400 lgeual & s#i matein®, registr: gus n$o necsssits

:3“‘5?&”“5C%

mikant &1 concepte fregeris: la no admizsid de 4no igual =
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[Ny
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H

Frenguem ara la funcid frageriana ;n-§ s 218 valors de la

qual =4n sempre valore de varitat, i.2. é3 un ooncepts,. En principl

defin

2ixn una classp; hanmately, no tractant-la com wne forma, =l

dacurs de valor gues podem determinar s yuna sintssel forgosament
gircumsocrita: &1 decurs de valor (la classse) entds oom =) oconjunt
de tots =is possibles valors per als srguments gque 1z satizfan és

anui
paden
Trae i

LN recurs }1nqpasftr aque fa de comandas linglistica, com ho

fer la definicid de punt o la nocid d'infinit. En totes las
on® que no hi hagi un nombre circumscrit de valars de veritat,

el decurs de valor conté necazsariament una sabséncia lagica pel fet
de zar impossible la seva determinacis a@w&ingulmhlca- la classe

dels

no contd pas, sembla, més que uns pocs individus. lq‘quJéjﬂxuauA

zemb]
d’ ind
anues
sS@RGLT
pers

haome™; podria néixer domos un possible equivos mntr

FTunci
o ind
Joan
mants

=abwm

estru

homes, per exemples, quan no 2s tracka d un afer lingldistic,

Hi ha encara un tercer punt: Ia funciél:@a hame’ , per exemngpls,
a formada per mots —— "ser home"” seris una estructura definida
ividus o un md1v1du. gques Fep el nom propi o "en Jdoan 1 oen
t cas hi I-;.zu_u'-la"r sincnimia entr “en Joan® 1 "ser home"j
ament no hi ha manera de dlfsranCLar un ““és hame™ & "sn Joan®

=i gue podem diferenciar un “és home® dins de “en Joan és

=
il
e

o
£l
=
0.
1]

e fregeriana 1 1 dndividu gue &5 home o
ividus, mentrsz la composicis & ®en Joan™ 1 g %=z nome
gs heome™) no zsdevé Yen Joan sz home'': &) decurs
aini wberta aguests neva anbhivalancia., de tal manera gque no
i stem parlant —-— guan no 25 Dractse o un reoid

ctura definida o individus o d uma estructura definida d&
tres (fen Joan s home”, “2n Fere ds home®, ato. @™,

& decu-s

bl
Vi
st
G
I
ut
i
gl
I

=1

Adonemnos gue entre 1 3 )
ote i 2] propi concepts hi ha una imbricacia,

antenen 21 nom d una funcid {o 21 nom unitari de

argumentall Ccom 21 nom per & uns sstructura, Potser

apuntar que Fregs considers gue la slasze 22 2! coniunt

d'upa funzid (gque s un conceplte), per mds guse mo S

quier dumo jes araulﬁ

Tla Frin f"é tee el mabteix decurs de valor _gus s fupnoia )"fﬂ

Hlnna nansEra dﬂlVﬁraal ambr 1s amateixs significarid que los oarauios
bas s CyL determinmsg 4 com s 474 -
meata ralacis Pl @ e o 1o i

P it

Hoin

™D ; n 1 BTG SeEanvals
-1nr11new i

d TS
mopnrds hil hauria sls Sthrme 4
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mataix araument
gus guelcom pertany a wuna glasss guan cay sota ol concepis,
lextensid del aual #e justament ia ClaEEaﬁ*¢= Ohasrvi "2 que =2ls
Princinia Mathematica fan tres quarts dele matelix,; czr sstableixsn
pae duna classe (gus s el mateix gue una multiplicitst o un
agregakt} G= tots @ls ohjectes aque satisfan LAY funci
prapasicimnal»*ﬁg gs Ttracta doncs del coniunt d arguoents d una
furcid, mentrz gue sembla que consideren també la clazse com, en
llenguatge fregeria, el decurs de valar®*®, |a circumstancia gue no
podem individuar sense recondixder alguna cosa sembla azsanvalse
tamnmateix gue 1 4Gs de mers arguments per a cilircumscriuwe la classe
5 hHauwria de prendre com una alitra manera desmentar els valors de
varitat en 1’ accepcid fregeriana, gue explicitarien linglisticament
alld gque e= fa de fet.

"las funcions @% i YW(E) tenen semprz =) mateix valgr psr a
" o gue fing i tot es permsti de dir que udj

§34. Las connexions sntre classe 3 funoid.

£l comentari s ha circunscrit fins agqui a una paridfrasi de les

~ 3 = i ] H n : . Led ot e
nocions de funcisd 1 ode clasze an Frage, gue jas trasdix en la 2ais
gque demana raeprasantacidr éz indubtable gue Feredgs mai noe hauris
detfansest que un concepte necsssités swemplificar-ze on sbhiscboes
concrats ni melt menys amb tots els ohijsciss gque tenen la prapietat

o " un conceptes sovint fins i tot 2’ hurla, T AQuasts

possliidiitet,. Dlaltra bandz 21 conceplts e la prerrogativa de
delimitar la classe™®, cosa gque no lleva la “forsulacio de la
inguena llei fonamental de lss GBrundgesetze (of, 3§ .9 1 Z0) 4
Tinteressant esclariment, s propéosit de  les refergnociszs  de

(ng
174

partinenyas 1 g inclusis, que dper  dant =i o voles Tar glavrs 1a
i Fonpe ig entra lee dues refoardncies. @ngs ocal 7 i gy
com_ios extensions O congeptes i1 hasgr-hi wng draduccid,. Peroven
doncs. d establir 21 gue ssgueix:
Si v g3 wn individo i A s 1z rlagse dolz ohiiszctss oque  s530 2,

Orundogsetzs der Arithmetik, 5 2.

imIéemg Il, péag.25%4 (Machwort).

cia anD Wna Tuncid
: : tan las arong
sniroee  btob  donat

i " Un walor de » par_al gu 5 _
gl ] gue "sabtinfa¥ X », ibidem I, pag.ib. Moti's #i joc sntrs
=g lov-proposicicd 1 21 velor-variabla.,

Imuo bt
Slgsbra der Looil.,




liavaors traduim

=1
la classe dels obiecltes gue s&n b,

QEFr ,v £S5 _un a’ i =i B =
llavors traduim

per Ltots 2lz b osop a5, an val Ia pana remarcar tres febts: (1)

Frege =ns confirma @n nata gus 1l eguivelénciz entre " subter’
i “asuk’ amb als simbols ‘g’ i 207 de Peanmmi; (2} la traduccia de
ia pertinenga i de la inclusid en termes de concaptes; (33 gue L&
pertinenca 1 la inclusid son referéancies (Beziebuogl). Deixem—ho

Aalxi. *

ﬂx&"

i ara passem als Frincipia Mathemstica trobem, sembia,

algunes repsticions, perd també un cert canvi d'actitud envers els
connexions anptre classe 1 funcid, gue podem resuamir en sis punts:

{L) S eztableis qua la classe sstd determinada per la funcid.
, {2} Ls cliasse no pot ser un argument de la fTuncid gue 1a
determina (teocrria dels tipus). '

(I} Es prasenta 21 problema de si la classe té ayisténcia com
un objects o no. E£ls Frincipia opten per for veure gue =ls simbols
de classa {(com les descripcions) =dn simbols incomplets gus Ao

tenen Eiqnlflcat per 21is matedisosy 1 after ssdeve agul secundari
mantire ategeiden: 4gue a la légica formal 13 bagin de concsrnlrs
wy -

ﬂi?ambé =" ha vmiqut vaure en la funoid fregerians
u—\ ( -3 [ f-](gd:to( _ anu
o -...e'la(a\ -

la versid 4’ aguest logic per a €%a¥ é3 un menbre de l1a classs “wuXn:

; . — . . . it
pel ceap baixn la fédrmulae no deiva de zar sxbremasdaemont auﬁhxl. Mbs
endavant (189587 Frege escrivia a& Feano gue g tig =
gran mione primibic hﬂgecial oar. Aaguestae GER, aps

-y v
AL M
A(E (— €naY =)
L 5&15 ponsts g signes meuws introceibe pedey i aman
vl meatre @] smigre simple K 4 defimir-—-ls b

A(€(—EnaY2h)= K

Plavors



princisaiment o lesz intensions o l=s syxtensions constituels una
disputa gue t@ melis anys. En general els idagics, itz formacid doels
guals era principaslmend fjlcmﬁflm@, = han dadicidit per  les
intansions, menbrs acpiei e, la formnanis oo ls guials era
princigalment matematica. s han decidit per les astenzians, Blg
felts semblen ser gue, meEnitre la lonica matemdiicse nocsseiba
avteneions, la ldgica filosdfica refuss de proporoiosnar res ous 6o

pmehts dos

gigui intensions,. La nostra tegria de oz clagees ad';gmaﬂu
fats oposats aparentment, 1 els ireconcilia. tot mostiran
gxbtensid {que e la mateixa coss gue ung lasmes) §§ Wi Saimbol
incompiet. 1/ us del gual adguirdis aem%cg_la =ovs sionificrscis por
mitisa d ' una refereéncia a la imntensisn™2,

(4] Creient gua umna funcid de funcid {(predicativa) intensional
pet convertir—-se en una funcid extensional zauivalent, alhoras gue
par l'axioma de ireductibilitat es postula gque sempres ki ha uns
Tuncit predicativa formaliment egquivalent a ¢z « B astabledx de
manera gensral que

—: % €% (F2) = ¢

{9} BEg racull la cinguena llei béasics de Frege.

(4} Eis Frincipia defensen en gl prileg de la segona s2dicid
{1927) gue totes lezs funcions de Tuncionz han de prendre’s pobsor
grxtensionalment, e caldra polser abhandoriar ITanioms g
reductifilitat I gue no hi ha mgs raong 2er a disftingir snire
funcions i classss: la distincid fins i € perd aguelia oabra gue

-
COoOnZRrvavae DPRCara #0 18 primera sdicid’

Chearvem doncs gue =1 tema de la ralacid

k7S
funcions #e proud apassionant, i caldra abordar-lio

FMoc,cit, I, pag.ide.

malis proposits wuna classe i ans
practicanent intercanviables, La
= i consisteixr an =l f?t qup i ha molrs
tn coniugnt donat de meahres, mentrm'qup hi
shigques diterents oer 1wf guial=
poden definis els homess comn
zmngib. M Ends o b
l= Wwahocns., gz 21 fen
Lindas oue Ta e

L

claﬁﬁe

:}‘ errig "
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Grundaesetze der Arithmetik conté la famosa paradoxa russelliana™®,
En la linia dels Frincipia Mathematica cotsesi-w dir que la classe
de les classes que no =5 pertanven a si mateives o ¢lasss K ha

detallada; abans, pard, recordem gue el Machwvort ds s

pertany a 5i mateixs (Al. Les dades s6n aguestes: la claszss ¥ no
2%z pas indeterainads, sind una resultant a paritlr duns cerisz
concspeid. Fer tant hom no godria dir gue la classe K pob caurs
dins d’'aguesta concepcid pergue pressuposaria gue o B&p gus
determina amb la classe K. Ferd pot prendre’'s la classe determinada
R odine d’ una nova concepcit anomatada classe gue gus no @s pertany
a si mateixa (R, la classe de la gual (classe M) @8 una sstructuras
gue conitg K 1 les altres classes {reduplicades). De fet la teoris
dels tipus dels Principisa Mathemabica arrenguen de suposicions
d agquesta mena, com podem llegir en la segtisnt  observacid
preliminar: d4ze segueix de dalt gue una proposicid tal com "itotbs
els jdudicis fets per Cpiménides sdn vertaders” prima facie =als

BHaNingd ne veldra afirmar que ls classe dels homes siaul un
home. Tenim agud Ws classs QuUE No es pertany & Si mateixa. Dic en
gfecte gue auelcom gertsny & wng classe guan caw sots =] conceEpte,
Pextensio del qgual 2 precisament le glasseg. jbol.loguss ara solba
ta nesira mirada el congepte classe qus no s pertany a =i mateisal
Liextensic d aguest censepnte. en 21 Cas aue en calgui oarlar, &8

z o
253 e les classes quz Ne =3 perfanven s =) sateixes,
t

rtany a8 si mateixa’ i Suposan nrinscanen
! icom  peritany 8  uns  classe  cau sota o

boexnkenzid del gqual #s ls classe, Par sonsegient s

classe g5 periany a si mateixa, llavors &= ura class oue no s

pertany a =1 mateirs, El postre primer supdsit aconda odoncs a8

R _Contradiceis amb 211 mateix. Suposen segeonament gue la nostra

cilsee B ong es pertany a si omateixe: llavars cau zotas e
i entensid del qual #s olla mateiva, 8 partany doncs &
tamba  2ixi  una  albrs vegads una  contradiccin!s,
pags . IRI-2534. Frage avegeis gues la contragdiccid pre
Ruszell posa 2n ﬂ?ztié la iled a

fartamental V. - [Eflc} .-:a{g(d.‘)) = (-v-(fn.F?(n-“,

-

F=

pErgue podria ser gue un decsurs doe walor o'una funclio en g hoayesl
famba un valor 1 oque no b sigul per oa Dalira funcis ne poder
passar de la igualtat de decurzoz de valor a iz lguaitat de
gEnsralitzagions): 1 4 agqui que introdusisl  aguesia nova
T P en lico de la primsrs

Tonammnta ; A
b (E£CEY 2 AG (&) = feRy=g (n)

=t

.,.
.

i
.

Motenm qgus sls Principia Mathonstics mantans
i 1 i 5
r
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pedra ser vertader si tots els judicis d Eniménides =dn del mnatsis

griare.8i son d ordres varis, el més alt dele gusls &= 1 ené, podem

fer N assercions de la forma "tof eles dudicis dordre m febs par
Epimenides san wvertaders”, on m binguli tots als valors fins a n.
Pero cao jadici aini pot incloure’s elld matclx S el SEw propl

ambit d accio des de!l aoment gque un tal judici @s ssonre d' un ordre
mes_alt aue els judicis als quals es refergixs™®, La teoria dels
tipus basteiy seps dubte una solucid bastant original de prou
paradores, malgrat que pressuposa 1'ds de 1'axioma de  ia
reductibilitat, tant per a deixar pas a la logica de classes com
per & poder garantir la defiaicis d identitat’

532. La classe i la intensié.

l.&a tearia de cenjunts estd certament plegada de dificultats,
1'origen d'alguna de les quals &5 pozssible gque ragui precisament
8n 1l 'g2guivaléncia o 1'apraximacid entre la tinenga d una propietat
I la pertinenca a una classe, mentre s considersa gque una propietst
s quelcom intensional. FPranguem un text altament pedagégic de
Russell:

dina clazsse o ung col . lecsid pot definir—se de dues mans

HIES
gue semblen prog distintes & grimera vista, Fadem snumerar el 55;5
mEmhres, com guan dien., “"La col,leccid ous woll dir @qfé intearana
per, bBrows., per Jdones i per Feobinson™, 0 oodes  sssentar  una
prroapietat definidora, com nuan gariem de “ls hopsnitat" o de el
habitants de Eopursa La Hefinicld que snunerag 28 i una

definicid per “gu '"'-uv..n:‘_t“ o2 13 sus memEnta wna propig
g2 gl LA definicids Ser "intenti . B agquestises ¥ “
gdefinicig, la gue &8 p@r intensia &2 ldagicament mes fannmﬁn

Gind g5 veu amh aguestes duss consideracions: (1)

o

A1

ic

grlensional poit redulr-ss sempre & wna d'intensiaonal; {2) Quc 1
] i

=)

intensional sovint no pob reduiv-se, fins 1 tat teoricament, A
gue 28 exionsional . Aguests dos punts necsssiben  ounes  saran
d eupnlanacid;

il Bryown, Jdomes i Sobinson, fgrks slis, nos
propistat gue reos gds sooel odn no e, o siogd

e Brows: o Jonms o Robinann. Aguests gropietasr
ganar e definicis cer intensia de la ol

2. Considersm una 'Qrmuim Pyt

QA DMEEE d e
oo oSS @n WIS v Rebinzon”. Agquests formula

sols peroa fres o, o sigul =0 Brown, so Jones 3o

Eopunt de vistas zm azsembla a wna eguacid

HE, hanmated ia dptroduccic & la  ssgons sdicid dels
Frimcioia Mathemsati IYEFY.,
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sevas tres arvels. D' altra banda pot prendrs’ banant una
piropietat comuna 3is menbres de ls classe gue o zha o agquests bros
homes, i gus els #s peculiar, Un tractament similer pot aplicar—
Sy 85 clar, 8 gual=sevynl altra classs donada o0 putensi

#{2) #s evident que en la prachtica tenim molta indormacin

d una clagse sense ser gapacos d enumerar-ne 2ls membres, Mipogu no

podiria enunsrar de fel tots els bhomes, o finsg i kot tobs els
habitant de tondres, malgrat gue tenim moltsa dinformacia  de
cadascuna_d aguestes classes. Aixd basta per & mostrar gue la

definicid per extensic no és neckssaria per al coneixement d una

classe. Perd gquan passem a considerar classes infinitss. trobem gus
I enumgracic no &g ni isdricament posgible per & dssgre gue sols

hi na ©9,1,2.%, wtc, En algun ount ens hem d acontentar  amb
Al stoetera’ . No pedem enumerar totes igs fraccions, o tots si=m
nambras  irracignals, o tota uwuna gqualseyval altra col.lsccio
infinita. Aiund =) nRshre conaisement respects d unes tals
cel.leccions 3gls pot derivar—se d'una definicid per intensid»™?.

Lienplicacid &3 prou interessant: & “en Pere ¢z un home' no
hi havia l'égsgser "en Pere' i un altrz ésser “home™, sing un ol
individu 2n carn 1 oss0s que rebia els noms 47 ‘en Pere’ i a7 hvame g
gua 1 analisi d' aguests mots era més aviat gramaticsl 4 oue 21 fot
de pradicar d'un gualszevel subiecte (humd) que “es un home? es
devia precisament al domini linguistic: des d aguest punt de vista
gl predicat «és un home? sols sembla coder  clroumscriure  un
individu de carn i 98505 com un home pel fet gue “acussht ingdividy
@z wy home’, aixd és, pergue abandonem lss predicacions L atenes
Vafer en carn i ossosr; la reiteracid de casos no llevaria doncs
la Circumsténcia gue en Pere 1 la Maria no serien homess peErsue R
prediguem 4ser home®, Sind gues bo serien par =e., En disltroes
paraulas cap individu de la wlasse dels homes no bindria res a
vaure ams la predicacid dser homeX, gue reflscieix ol Lin 1

o

linquistic 1 el fet gque sabem constiruir frasss.

Pera fing i ot ¢l passen al registrs 4zn Pors
unsat dones sense astansivitat, sembla que = Rl 7
contingui {linglistic) logi wrribari =2 =21 gual noe Bl hawvicia un

individu—contingut ldgic den Fere® i o
ldgic €8s un home?; sind, com diem, una
1oun home® o den Ferss,
berds laaic operoad
s ansalisi de
i ha 1a prova
i obtot e sgque
Lo i, la pr

Phaies rellevant

aois
a1 ke

bhaix an

B
tindrien

amD £le ingdivid
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sontinguts (lingliistics) logics dels nostres registras, sing gue
serien la conssglencia del nostre domini  lingdistic en la
determinacid d' afers extralinglicstics o dels nostres registres.

Oue la clasze integrada per en Brown, en Jones 1 en Mobinson
esdevé intenzidnal gquan la considerem a partir de tla fdrmula «y &=
e Hrown o ¢ &S en Jones o X 2= en Robinsgrs, que Erld la
propistat, na sembla que mereixi més comentari®

D'altra banda el fet de definir una clagse tot parlant de la
“humanitat? o dels dhabitants de Lmndres» introdusix certament
unes alires consideracions bl
cHsrapoae—dagl s pemorkaks . Faprque els mntlus per 1 s agqui del mot
intensipnal’ son, sembla,. (1) que hi ha una propietat del tipus
gy &5 un homas o #x B#s un habitant de lLondres?, que 3a hem
pamertat:; o (2) que els homes o els habitants de Londres son mas
dele que de fet puc enumerar. Els dos afers no sén hen b2 el mateis
—— i aix® hauria de ser uns gqlestid rellevant —— tot i gue Russell
als imbrica. Considerem ara el seqoen motius d'ds del mat
"imtenziconalitat’ aixd e, Bl fet gque zembla que dels homesd
englobi 22 imdividus gue aguells gus poden enumerar, afer gque
sequurangnt esta del tot allunvat del primer. La ccircumstanoia que
e sembla haver-hi uanrn "home® gque no sigul Yen Fere’ o algun
imndividiy imaginat, o Ting i tot gque 1 mer ragiszstre ¥en Fere 28 un
homer informi d'wun contingut {lingiistic) ldagic, inclina m@s aviat
a pensar gue dels homesy com a géiners humd esdeve una Indigcacid
lingiidistica prou atil en la comunicacid entyre individus: perd si
enumerant guatre individus de carn 1 ossos o reglistrant dgusire
individus® parloc de la classe d agussts gualtre individus, sls
mmnsus oelis gualz s admet “4e2ls homes? soan glizs maitzixos gue iz
motius pels guals sembla legitiom 17ds de «la ciasse dels honesh.
ﬁl grmb]emm acguii no estd a desligitimer une expressid pergud no
iChi hagild pasiciunalitati{i gls wusos: del! llenguatgs col.loguiasl

bk i e ek i
Sl

:I =
valen d'una manera absoluta), sind & explicar—-la {1 donzar-ne
digrassid) per miljians que ne acondusixin a situsciaons ridicul

i ho 2z 1 Tet de Ccredre gue “4gls bomaeEsh @ uns inhensio
{predicacids) gue enllaca amb «x @z un  home®; perd o meés avial un
hom registra <els oaesy senss mes comantari. o ha d wstodiar

individus de carn 1 QEses, 0 registra pasr exemple den Pera &3 un
|-, wh .
Hame s . _]_ Mf\'g/t.\‘uj'.'. \'\h ta

il dels grans prmbl&mea qnm ha tiﬂquﬁ onae I’ hsord
conjunts he estat, sembla, i

s

2
r@llavantﬁ ambx afers Llnﬁv; ahios o, en 4 a

e fat sspmbla haver-—hil un bs gue distgroiogna un pos @
gquetidians. Svan comsnto daguest as en Prown® 3 una Terosra

.

ma maetico disnt gue 21 pobt anomenar Ten Hrown', sing gus
A wn comporiament davarnt o un individoe, comportament o

i ; ey Hegwnd nos anhrariag, per
rauvtes linguistiques ordindriss.
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clazse no 8@ res a veuwre amb propiletats (predicacicons) ni aspb
intensions en )l accepcid gue 1 andlisi gramatical no supleix
lTranalisi no lingldistica o el contingut {limgliistic) logic de=ls
nostres registres. Les classes spn consideracions extensionalis,
pera s pot creure gus @l mateix fet o opozar edtensions i
intensionse ha fet malcomprendre 1'entensié39, o 'agud que sEcara

i aplaudir doncs, per exenple, la manera de presentar
Peano les proposicions (of.per exenple Studii di logica matematics,
PaQ.209; Legigque mathémeatigque, pags.Z2S0-Z5%1; Formulss de logigue
mathematigus, pag.314}): mstablmix allo gue ell anomeEna proposicid’
a partir de la clssse i de la pertinenca, 1 on seria facril de veure
2l manllew gue els Principia  Mathematica =0  Fers=e i les
modificacions gue introduiraen, D' altra banda Peano sembla reaci de
llegir x € 2 en termes de propietat {(cf.Logiaus mEbhgnatigus.,
'péqs*gﬂ“m”43}5 merntire, magistralment, introdusix =] zisbol de
clazse («0ls2) -— par ex@mple a Fﬂimbxﬁfwgﬁ leoigue mathgmatinue —
= de la ssgient manera:s

€y F Gis

®C1s» siontfis dcl .

L symbole a la forme K dans FIS8Y et dans les Fravy oy e
lusistrs fAulsurs. 11 & Ia valeur ou mat * gfos o Arista
«rarmznwzd dEs aCQlW%F‘Q!EE 2t _correson SLITE L
oo coms lgngaas srdinairs, et auy expressions denas

) s i "Iz‘.tg:r C1es

,:.n

Merged tlcigne»{pag. 315,
& YEalt? gualitatiu deos de la logistirs de Feano

a la de Frege i Russel L.BErunscheicg escrivis
@B la BEE aus pot oresentar o !

dESVIQQﬂ+ Loperfeccionat constantiment psr ia labo: de poF
gals seus col. laboradors, la jagistica existeic, i g2 +‘Qnm A
d& qun.meuml protesta ssrinsa. i, métods il
haefad s~ D-Cmﬁ l'epistenologia; tragta di
Guice o de s matapatica, perd no decidein
Lingut: tramscrig. reduint-los & 3 lurs RO
miew piincipis de la cidpciaz perd na
Mareiy al fildscf unzs matoria & by
com s pomesible: perd eoman en @l
Winea  dhes :
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haguem de dir alguna coza sobre la naturalesa de la clasoas,

533. La nocid de classe.

Liu@ entenam par una clagse, un conjunt, wna agrupsgic o, fins
i tobt, un agregat o una pluralitat?*ﬁ Begurament podriem respondrs
L

reduides a proposicions de la léeies, de +al maners cue. nper s
lustificar Ia veritat de la matematica. no caldrig 3z fer comanda
ge principis especificsy la teoriz de la ldaicas estant feta, la
Leoria de la matemdtica ez trobaris alhora feta.,

“oguest pas de 13 logigtica métods s 1z logistics sizstema és
fFrege 21 primsr gus 1 ha FEnleZEL” (Les dtapes de 1o philoscophis

nathematigue, pags.I81-382).

’#)acard amb Iz prou coneguda caracteritzacid de Cantor,
Yper g Yconiunt” (Menge) zsntsas qugAJFva‘ cimloisocid M d obisrtes
m, gmtermicaets 1 hen di fE}QPletqH Je nostea
postis manggm@nf f: 2__S.anomenen 2l
Eoty (Beitrine e Bacrindung  ders
pAg.2TE: =i 1ectmr shsarvarsa gue val ;
anys abang esclaria @l mot «Mannisfaliigkeitsishr
damb aguest sot desiarme un caﬁcn“ce tmarzc

]
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#

fimg Aayvui sols havis intentab R il
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d'acord a punts de vista diversos:

(LY Fartim de primer d' sfersz ostensigs: en anuesia accmpcié

28 tracta, semidla, < individus aplegats per qualssvnl mobtiu o
aplegats per glls mateinxos: la clasze 4 =n Fere, d &n Fau i de 1z

Maria no t@ cap necessitat do baztir-ss pEer fa reElacis de cada
menbrb amb un quart objecte; la classe dels germans o en Tond

rreplega un dels membres de successives relacions Fins = bastir
11 totalitat dels membres de la " aszse. Ara bé, ho Tem sense mes
matius a2xterns o amb motius externs, ni en 1°um cas ni en 1 altra
no ens intereassen per ew les predicacions lingGistigues

Fars segurament ens enganyariem si consideréssim sols iz
teoria de conjunts com 1a de les estructures d'aquests tres homes,

d'agquests guatre gossoz, d aguests sis habitatges, etc., en tant
gua estructures d-° hgwe=, tde gossos, d’ habitatges, hcu, cayr llavars
sz@ria obligat gempre d afegir la mens de classe de Gue parlsm si

o fos obvi pel cmntayt, Fs ftracta gue cada home, cada ans,. cada
habitatge. eto., flnm i tat cada es#ruriurn 2= diu ‘un individu' .
aixd es 'una cosa', perda gqus G w2 & B yna cosat pot
asclarir-se pel fet gque cosa’, Tindividu, sdén noms—idguers (512;,
FPar tant uns Tlasse @3 una classe de coses: 1a clazsse o an Ferea,
20 Faw L la Maria £z exactament la mateixa gus la classe d agueshs
tres individus » coses,

Feculem una mica: la glasse, } estructurs —— com Tambs dism —
~oaplega individus 1 o=l fet o ancmenar home oo Prre chweix, =2n

PAgs.RB3-107)  una de les discuseions mEE  complotes = ia
intensionalinat del conczpta i 1l extensisnal tﬁL dw ia cla N
GETs aaiancaninades 1 sovint carregades ce bhon entit; alhors ia
primera Yoriesung (vol.l, pAgs.l2&-~i47) &z sens duble u dels
meEs Utils per & comprendrs aus dozben en condicions

f“"Euﬂ A dalsevel ohijects dm! ponecamant com e

recondlider gus Schrdder T
pmr BREMELE, QuUB {tamnd acuel
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V'esclariment (LI digressid}), a la gcircumztancia que fa wuna
eziruchura amh en Joan o la Monitserrat que 22 diferenclia, per
syemple, de la de dos o tres gatsz. LL7Gs d° " aguests dDE homes ",
Taguests guants homes’, eitc., 1 17ds de “la classe danussts dos
homes’; "la clazse d’agquests guants homes ., atc., &5 £l mateix en
i"s&ccepcid gue ng sembla haver—hi ba un canvi significatiu
important, tot 1 que usem 21 mol ‘classe’ o "estructura’f pargué hi
ha una goza (classelestructura) gye fa una estructura (a un altre
nivell) amb una altira cosa {classslestructurs). l'?*y &Huqﬂe:

{2) Perc res no lleva, sembla, gue usem la classe d' en Fere,
en Pau 1 la Mariaz o la classe d aguests tres gossos tot plegat a
tall de registres, o gue pensi lingdisticament gue %la classe @z
ele individus aplegats per un qualsevol motic o aplegats per elis
mabteixosd, és a dir, que mantingui un discurs gue nc atén afters
ostengiuzs i que sols pensa el contingut {(linglistic) lagic, malgrat

uz seguirament els motius per a confisr-me en aguests casos s2n =i
. P

contingud {linguidstic) ldgic rebi el suport o dels afers
artralingdistics.

ssent la neostra capscitat Iogics
minsa, cal hagugssim Jd snumsrar de fet o n
ragistre . te 2% qual=z volaewm comentar gueloom
Peficacia cominicativae i exprosziva as veuria prou minvada, wulbra

L

17ds gendric i

-
{23

gaendric rameti a8 res més que & condicions aﬁtrapdl
tracia pas gue =] procedimenyt siguil arbitrari: cel

gur a repassar  tohs els  individus humans sxtrslingiiistics o
reglistrats gque van idntegrant-se oen una estructura, com 41 Eshet
an o vemet sis mdlticles contactes e ”rqlingmiﬁtics ol W@g‘*trata amb
ela ciutadans @ #ls organismes oficials (el lector :
BT 2 i seva comnivencl ig glte. Albkora la
;AN b (olasses, grups, =tc.) g8 la dels homes,
@to,

gques el procsdil - =
aposiciconal dals nct$1 carq Mo ﬁcPLCﬁLﬂf alhora 1 srumeracid,
P o el BB bt LG 1o particularitzat dels mots sembla
més sviat un prodigids mitid expresziv L comunicatic, del taot vaiid
per a alterar les conductes dels altres o per a satizsfer possibles
necessitats expressives individuals, senze gque la rcapacitat pel
LQilguesy e 8
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momnent Tinal de ¥els homes? no podent recollir-los zi fossin molis
(en =2} o’z que 2n recolliz), 'exprezsid #la classe indefiniday
seEmhiax Ia d un altire moment gque 21 de «=ls homes? gue per_se ne &
indafinida, car sols ho &3 el soment Tinal d una relteracid.
o ‘ wC Aeneg ein mf‘fﬂ-ﬂwr\"t“““"“"‘-
(4) Delem gue la sort de la classe po=ada o registrads
d'agquests tres homes #3 la scrt d aquests tires homesz, la sort de
ia classe dels homes &s la sort dels hoees o, si oes vol, la =ort
d= la Classe d aguestes tres cosses #s la sort d agusstes tres
cose%; la sort de la classe de coses €3 la =zort de les cozes,
havent de tractar agui «les coses® tal L com tractem «els homesy,
FPera guan comencem a parlar d estructuressclasses/conjunts, =1ic.,
wENSES qﬁ%.lf@m Amtr “la classe’ alld que fem amb “els homes' : & 1la
c;:ﬁﬂEv:#u-ﬁkﬁﬁqra gualsevol classe {aguesis trew homes, els homes,
#fc.). Dialtra banda som capages d'usar 17 ‘eshructurs’ , la
‘classe’, com un nom per a diverses estructures o classes, i Der
a;néﬁ per tal de sslvar 1 eqgquivos, parlem de *classe de classes®
‘qute &1l cap 1 oa la Fi &35 una clasze de coses (si volew: o infinites
cosgsl. Cal recondiser qgue, abkandeonads la pmﬁicimnalitayﬂ 2= &
forgos un cert domint del llsnguatge i del s2u pensament (Hot i que
seguranest no egns Rl eilrcumscrivim %emﬁrh, A WUl mRr aenEsnenh
iingudistic), alheora qua la possibilitat d errors creisen arcrea™,

_[ uMl.u)" nh o

TN 52 u 'qu_
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BncLiEmn ara una nova linds:  agafs
ies gque dificilment puguin rebrs uana

Clazze/les sstructures de les ciutatsyg
ctura zeom 1 aplegesent d individus

upsri masza 2% f%. e ser iﬁﬂtiﬁUuE
mﬂtq‘ah fins 1 tolt que pogquassiy

lingaistic éE

punt @ alldé gus no b8 sards L oper tant mai

Saurd ostensivitaty; com eigul gus un zegon punt bampos no b ;
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de la classe (conjunt, estructura, etc.) degls punts amb la matsixa
normalitat lingdistics gue parlem de la classe dels homes. LOusnts
punts hi ha 20 un 8#spal eusnlidia? Doncs segurament ele gue vilguem,
amb 1"Onic requisit gue no 21s pldguen comphar pergus dhauran de =ser
molitssr. &n efecte 1a definicid linglistica de punit, necszsziriament
anatural, afecta ' esspal com a purw plvrai taP Bl at e oi ]

TR S V. S I P~ Y ST VI 2P
r e ]

i it o commd weenas
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Es tractay, #8 clar, d'un exercici linglisetic més deis
llenguatges gquotidians, amb un valaor absolut: @3 la racionalitat
la gue 1 analitza 2n s0 i afeccid, i1 per aizd cerca les condicions
que hi han dut i per les guals, fins i1 tot aixi, esdevée gtil per
a 1'exposicid de coneixements.

{43 Un dels mas euspinosos temes sobra les classes e =) dg
"existéncia d'un objmcte regal anomenat  Tclasse ), ‘conjunt’,
== uctura » etc. wWhab is Munclear” is whether such abiechs
really sxist and. if they do, how we can possibly boow what  we
_Lﬁim tn know  about  themt P, Mo s clar, enitre d alires coses,
grgugé no hi ha una resppsta ahsolubtament univoca en lafﬁiﬁf‘pwr
e ezpla que lestructura d’aguests tres homes &% de mal comparsr
amby 1 estructura de €els homesy, i primera @#ssent gquelcom gus
pm.ment el cap alt una ceria :“w‘“‘ la sagons wun s linglistic
et . Perd sobre aquest aaﬁumpta sembla que ha Talltsl de vegades
una mics de bhon sentit: pot sembler sorprenent gus = hagl conclhe,
ambh un cert aplaudimsnt generalitrzat, gue els EE.UL, ssssnt wuna
Mateixa realitet naturasl, =1 f2t gue 2ls plgusn considerar  un
conjunt o estatz o de o 1#hat: implica gue 3 =
no fisic; =orprén pergué —— deixant de pasma 1a guestid do 13
posicionalitat de QULlhmn cam dels EZ.UELY - podrien baver apras

ﬂ

‘3.;

L
-

o mlm = . i E e
& Classs 89 un oinischs
-

un meltra quatrat -— s'obvia una possible reflexid (4 digreszia)
sabreg L'us dels noms en lgs estructures, i 21 mateiux fet gus La
wnitat del territori dels EE.M.  formaria part mes  aviat do
Vestructura d'estats zobirans. Duna marers smes gilokal caldria
afagir: per venturs hi ha algun obiecte naiuwral gue neo Shigui pEr
aidd ma

ately una clazusse amb un scl osembire?

Bialers bands 2) problema de L suiztd
1b:ﬁma in?rcduit tambd

favor ni
nerg
LpEr qus
1 m

of mathematics, opég. 71,



definible, una idea primitiva?ahlu'eminent pensador adduivris pobtser
els segls nt motius: {a) les classes no poden tgniv-—-gse Com uanas

spacie d individus pergquée llavers caurigm en la conbradicoisd de
Classes que o son meEmbres de si natelxess (perd aidd zZemioila un
escruapnl logiciztay; () pergue es pot provar que el nombre de
Clazsas d¢ésa mém CrHan qu el nombre d’individus {pero 2ix0 pressuposza
gue la zlasse no &5 wn individw): {c} una classe no pot ser gueloom
purament sxtensional (21 subratllat saria de Russslll: la clasce
buida no té sxtensid i la classe . wnitaris & identificsria amb el
s menbre (perd =n aguest oas 2e poadria afegir que agusstes
:lagses =on meres ficcidns per & simplificar e cé]cul“sig (d) uma
classe no s ' identifica amb una funcidé proposicional pergud dues
funcions proposicionals podrien definir wuna mateira classe (perd
Ja diguérem qua la intensionalitai no bl tindria res a fer, a més
del fot gue la identitat entre la classe dels homes 1 dels mamifers
Dipedes no senbla que causés greus prohlemes) ) (a)l les dificultats
que e deriven de la tegrias dels tipus pel et de caler far
-proposicions sobr2 totes les classes comnpestes o kbjghkas a7 un
qualsevol tipus 1&q1: SAque semblaria unm escrtpol  logicista-
formalista en la A% gue un hom nNo sap San be per qud una clas
o podrie contents menbres de diversos ordras™ . €38 clar gque no as
tiracta tanpoo de creurs Reiii=4 ld classe sxisteix sEapre on 1 accepsid
gue la determinem @“”“P {0 conceptualment &8 una mansErs
& lagitimart, =ind gus bas fa 13 inspeccid i/0 el registra, i 1a
generalitzacid,

(73 Far mor de la sisplicitat agafem una nowva 1inia: =i ana
Eotructiara necass individuar els ssus oembrss L una Eqkructr

= ita A L
#n tant gue sintesi, & la sewva individuacid, enn 2l cas  de
considersar-se Qum ia unitatr &s, de primer, la ocosa, segurament un
mamn perdria el desig de considersr &l nombre des d'altres
dijrecciconsg, mentres gue entendria gus gualsevol sstructuras si
& whia estructura donaeda fos numéricament igusl. Ferd zi oal
posgar-se moalht seriss #n 1ds de les expressions —— after no sempre
L osovint, ngoegsesari - guan considerem ous ls definlcids esbric
de nomire d'una classe ds la classe de tobtes les classes que 240
similars 2 la primera classe (relacid un-un), essent 1a classe dz
totes les classes una fintesiy es fa veritahlessst difici! de capie
aue &l nombre d unia clasze sigul precisament "cosa’ (0 eoosaty on

@l caz o adfss 23, Oom e definicid conceptual del mombrs o una

NP )‘}I-{ _
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classs sembla realment guelcom Escruixidaraau

{8} Hi ha encara quelcom rellevant: quin profit fraiem de
bastir LIRS tecria de igs ecstrictures? Bi no pot fundair
Iaritmetica, si més no cal admetre sbertament gque es btracta o oun

Fic exercici de pensament linglistic; ne reemplacara pas las
glestions més rellevants de la filosofia ni pot mrendre cap dret
a 1l hora d'establir un model de racionalitat, gue no té substitut,
perd la déria de bastir—-se llenguatges artificials i d'ensinizstrar
el pmnsament lingldistic és un exponent més de la curiositat de
1'home i dels sszusz afanvys per lsg rad. Ls teoria de coniunts és
deutara pgr tots costats (ho pretén pas justificar—ze}, perd té un
zzpail dins de les disciplines que s  inclinen per la formalitzacid.
D altira banda la clazsse és un altr= aom per & lesbrocbera i
les relacions enire la part i el ftot formen un troz del nostre
. . . . S)i'\un.\' sy
equipatge raciconal, i del seu habit: elz nombres TEEEED: hastint
gstructures (independentment ara de 1’existéncia del
estructurall, la legitimitat d un llenguatcs de clazses
4ag1t¢m1t1t d'un qualsevol altre regietre lingiis txcms

(1 ¥al ia pens de recordar gue @n una classz in
indefinida){per exesple la dels nombres naturals),
partany & 1l enumsracis relterada. L ds de rexor .
indafinida” (o " ind ita*) éa certament una manera d@ par lﬁr Chazr
tot admizsiole, pesr wi més no 2le ewpressiuvs del
LIangQuatqs e - i rpuian. ok o
}3@5—.':.—.»_.;.‘..»:1'!5.;. L S A w T 7
Rl ha un contingut {lingGiztic) légic gue

. En d a;b 25 paraulags
S pensa, una existéncisas

il

Eaﬁuan diam gque 2ls nombres sdn independenks de les classes no

impliguam gque els nombres no basteivin classss, sind gue ia +

de classes noe £ masza Gtil pere a definie el nombre o pars @

satendre’ 1t hom poi dizcutir parcialment Lencert d us puant & o un
)

aittre d@ls i,eumllm formalitrats de Peanc, per evenpla,
ia | imitat globasl {(en el gram matemitic italik

= wlasse dg nombres), com silguil gues ung ol

urna sstru tura_(a una sinteszil, Alld gue no

3 M tat la cosmprensis dele nombras

k4 =
ho faren Frege, WHhiltehead, Russelil,

; 5 ! coh o a minie de definsar ia
Clas=ss i = relacions (17 algebras dw

nE r Lode Ia ldgica
g o o vol did accmptar 1 abra

part oels Frusoci

il sdn incorpo

& L
WE o an 2 ldgica Tormal
& a 17 ily par exenple, de Fosan
eﬁ*%heﬂﬁlﬁgle =] LATTE &npu*lcxﬁ
tant amh un cardcter margedement pragmatic,



ingiiistica de 1 inTinit, per tant amb wna comprensid necessdrimont
finitsa.

34, Notes finals.

Ailwines =6n les llicons gue podem extrewre despres d haver
apuntat algunes notes de la guantificacid fregeriana i d haver
ezmentat les classes? Potzer podeiem destriar, entre les coses qus

"ham  amat dient 1 entre els seus corol.laris 1 =2ls seus
pressuposits, &€ls punts seglents:

i+« El fet de trobar =2n 2ls llenguatges naturals arguments i
funcians pren com & base 1 propili llenguatge; hem apréz o2l
llenguatges naturals i no tenim cap dificulftat de recongixer—-hi
estructures linglitistigques gue permeten mantenir un matsix subjects
amo gifersnts predicats, i un mateix predicat per & diverszos
subjectes. Alhora el llenguatge inclou un pensament Lingitiztic,
prezsupoza 21 feb de saber-1lo usar 1 la conscidéncia fed d=a del
gque pot ser subiscte o predicaty gl fet de suplantar smb wna Lle
un__subiecte i un predicat no g mpEs en  principd gue  agueste
afercidg, una resultant de 1 habituscid del llenguatge, 1 wn alud -
— con vaurem més endavant {.5531 —— 2i gue hi ha un paral.lelisme
amb 1'&lgebra, Ferd {1} hom posa wna lletira en lloc o un subjescthe
w d'un predizat gquan =2 ha sgostunat a posar subjectes g nredicats,
de tal manera gus la llstra éz gn alire mitjé p-“ a wn subjecta o

d oo

peEr oA un_pr&dicaf' esdeveé indifersnt escriure mant gue aly o T8
wn heome’ gque ‘Y T, no lm{qg" Vaier. en prlﬂ"iﬁl; @l primer cue &)
segon: sin cones mki_*ﬂﬂhw; {2} aixd ben establert 17 home
diferencia les lietres gue no son mohs dels llsnguatges na

@
derls mobts gue si que ho sgp,, diterencis les 1let“nk (1 els
naturals) de les cosss no £283H0 aoagui que peigad dntesraemdos e
les ifleltres com @ noms per & igdi 5 3o @mmbruchii-me ?ﬁﬁgﬁ§gﬂ' j=l=Tu
A dndividus § setruchoreas no Iﬁiaﬁﬂgh'g esdevd ous la difsréncis
entiraz una iletira da ubjecte 1 wuna lietra dg predicat no s
corragsson mes gue s diferdédncies entre mots gue Tam de subjecths
mets quae fan de predicat (1 mal no a relacions no linguistiguss o
als continguits 1dgics dels nositres registres), 1 pere aivd igs
diferanciss sntres dugs lletras C“mp*emwnLarlpb fa una estrusdura

pearal.lela a les diferencies entre mobts naturals compizmenbaric
faris una nova MPSLFﬂClﬁ gl 17dis  de $5etrﬁa imita “i“ mots

s}

%

o i

R RRTaE % o mes gus la rasulitant de 17 habilb linoliss iz

virlk, LTus de llaetres oordta ai ldisit L habituacid lingdisticos, 1 per

signt les lletres sdn la seva propla sfeccid, 1 oen un segon

momant poden intaroreiar--ee par la diferéncia amb mote naturals |

amb cosee no forasls). s trachks doun T2t o dsgortant aus no o ose
o

cirscumsoring a i

[ )
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nous noms a les lletres o & les farmules resultants esdevé doncs
una previsid humana a partir d habits adquirits: el prmpl'hnme
explora {1 =xplota) el propi fet gue 1" abstraccio®® as das vegades
Fruit de "habituscic {sovint un fet estany per a 8ll mateix), i
abstreu (o generalitza) imitant d'altres gensralitracions {i
abstraccionz}! lingldistigues. Hi ha doncs tras linies gue (i
confluesixen: (1} =1 fet que i"hahit limgiiistic gt sar
general Ltzador. abstractor; {2 el fet gue 10z dels noms &8 un
habit lingdistic, siguin noms propis o genérics; {(3) el fet que
1 home wusa tambeé (1) per a fer (¥} i fins i tof promog nous noms.
(PR 5 IFL -

En la mdidga que 1 habituacid convida en =2l contestos
lingldistics a wuna formalitzacid s=sembla gque an gualsevol cas
1. abstraccisd i la generalitzacid o &z agui wna formalitracic per
1 habit o es wia formalitzacic pergud 1 home imita (o ha aprds]
les ganeralitzacions i les abstraccions antsriors.

2. Més endavant indicarem gue les funcions matematiguss

.

L elementals samblen gensralitzar en tant gue san resultants 1 &0l

ha un domini fesmad (cf.88@).

Muaewn £

Segurament doncs no caldri inséfir ara sobre la possibilitat
de generalitzer les funcionzs {1, en conjunt, les farmulss)

+

matemdtiques seqguint diversns supadients. Assenyalem zals gque ia
frunoio (en wn smggon sentit) = aplica agui com & manim a ooses

\

Weaforzsls, i per aiMo pot servir per als nracessos de generslitzacis

de resulitantz matemadtigues. En d'altres paraules 1 estudi gus
destria an una fdrmula una part en el ftot €% uns possibilitat Que
de fet no intenta de Jjustificar per gqud acceptem aguellia faraula,
sing que td sls seus propls criteris g utilitet (generalitracidc,
simplificscid, ordenacid, cerca de nows probiemes, etc.):??,

2

3 nhetraccic’  en I sentit gqgue 1'algebra &3 wna cigncia
apbstracta pergud generalitza.

in

*®o Rl ke neceszitat d'intorpretar altrament 1a funci riE
mple, an Feano (of.arithnetices principia nova sethodo sxposits,

o
-

i
It

7

=

F0-I1s Notations de logigue mathématigus, plags. 124, 1T7-189%y
A L) mathdmatisue, pAgs .. 272278 Faoraules e 1e

matigus., pAgs.355-3F331: s5i més no el gran matesdtic italil
accentua als aspeoctes predicativs. abribubioes, intensius, de

Tuncia: un any abans dels ﬂrithmeticw princinia escriviss

-3
&

o

ey
i3

et ]

i&ﬂn
% i

[aad

Tl

2

gepressionsg obtanuts oEerarnds sy diune clagsse ¥ @& =i oalvre o
che si considerann coms fi%gg, i sEand logici A v —
una fungions di X, 8 si indichewrd ess FiX10, Opeearioni

funcid per Rmﬁlu (uf.ém . inveetinabicon of the laws o7 thpuaht
pags.7des), oer Bchrdder (of.ls desens Yorlessung 1, pags.3%asz, b,

logica deduttive, pag.7. gue concords amb 1oUs ligie del

atho. :
R, ] . , . o Liugy e
En Feano 25 Tracia simplement d un estudl @elicemes monce mes,
aniliz=i que sempre serd legitimai on 4P treballa com funois’
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Fa Elz regizthtrezs dels l1lenguatges guotidianz perm2bent
reflesions entre lez soves parts, la doble posesibilitst habitusl
de generalitzar i d'anomenar permet, coem déiem, la introduccio de’
ligkres — si volen: de lletres d'argument i de funcid, d ghisctes
1 de predicats, etc. ——, la resultant de les guals hauria de rebre
N tractament com un gualisevol dels nostres registres, essenb-ne
certament vesultants (21 woleuw: més generals). L'estudi d una
farmula com ?ﬂ?\ hauria de ser {acceptant la seva generalitzacid}
del tall de 1 estudi dels registres, peEr exemnle, Yles cosesy, dels
homes?, 4tobts aguests s9n homas?, 4toh aixd sén coses?, gtocey 1 el
d’uwna formula com QTG\ de tall de 1'estudi dels corresponents
registres., per exemplg #aquesta cosa», daguest hame®,;, faixd ég ung
‘cosar, “aquest es homey, etc.
L

tna insisténcia exagerada en les parts d una fdrmula (o =n les
parts d'un registrez) segurament @s mou  amb ambigllitats i
desencamina ! 'esclariment racional: alld gue sigul ¢ versus alld
que €3 la ics de ¥fxlo la a de ¢(a) val tant com alld gue sigui «an
Pere? 1 alld que sigual ¥és un home® a “en FPere 2 un homey: 56
afers gus entenem gracies &l postre domini  linglistic, gus
presouposs les nostres habituacions de ot himgs, 1 Der &ind
asdevenan gslenamant Jtils guan exposem la nostra gramidbica.

i

Miram—-ho des o' un altre punt de vista: la insisténcia oue im
ldgice s ' hagi de circumscriure a afsrs anaticals, aixo #£= guan
un hon mo o ss limits & prEsasntar els afers gramaticals com a mers
intraodoaccild an g vas obvi gue lss nostres consideracions
respecten de cap a cap 1'ds seranent gramatical del Ilengustge po

|
%

-
part del fildlegl, zos_forgs a4 lisvar—li la coanivéncia de les
=

nostres hmb1+nac1on§ e oblicar—-lo a smuslicitar elz i
segans #ls seglent supdsitz: {1} =2lz regizbtres ssdevenen
formes: 1lavors 1 andlisi de formes (“&n Pere’ 1 "éds home ',
¢ ) mai no repressnta un estat de goses no formals ni
analisi dun contingut {(lingllistic) légie: (23 1 anali

mai no ofereiy ger ae la seva sintavi (Cean Pers” i é
‘en Para #s home’, 47 1L Ta’ versus 4 (ayy: (I
formes &3 incapac d° :\Fre;:mr guantificaclo, car
gualsevol cas wun ue lingdistic {1 mo pas 1 eshudi
Tormal, L.e. =l P@giﬁtra zels homes» varsus la forma

———

La utilitat dencs de farmulezs del
Em“Jiu la d aztablir un registre més a2l o
i E 2 euologuin
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1

ldgica del llenguatge natural o dels usos d'aguest llenguatas &n
les coses,.

D'altra bandsa hem pogut tambdd wveurs en concret que Frage
reinterpretd d'una manera cancaptual 1analisi didna formula
matematica: mentre Cregue gue aguesta andalisi de la Tuncid
matematica a travées d argumsnts L funclions  fa  comprendre
precizament la primera {gz tracta d'un esquema substituiiu) deftensa

gue aquest esguems esdevée alhora valid per a la logica dels
llenguatges col.loguials. Eleg punts oue ara conclosEm han pres Cam
a referent, &= cert, a Frege: tant el cardotser incisiuw i innovador
dels seus escrits, la necessitat duna certa presentacid d'una
gacriptura Idggica-formal, com les finaslitats del present treball,
ho demanaveni perd €l lector observarid que gqualszevol altra forma
s escriptura légico-simbdlica de la guantificacid dels lienguatoes
naturals n'2std igualment afectada, wsi o ne usi elsz noms
g4 " argument’ 1 de “funcid’, per uns motius paaal.lelg als gue = han
ectablert: s 'eyplora una habituacid mn la # : que = accentus el
caracter lingdistic de la lsgica, =1 no reconzivement de ia
vantificacid cde pradicats no ligva le= circumstancies
lingiiistiquesz gue ele endendren (1 engendren les varisbies), Tt

4, La classe i &1 Tet de perianyer & una clazses . pot
interpretar—se de duss mangrsss { 1 la cilazze s 2] oredicat 1 el
membre 25 pren de subiecte, i llavors val pger a la olssse 1o o=l
mambre alld gue diguerem & proposit de la funcid i odes b7 aroument
o bé (2} la classe és una sintesi 1 21 membre respecte de ls classs

- .

%
!n
i

s entén com el pas de lindivida a2 1egstruct
(=inktesi) o des d'aquesta 4 17 individu-menbrs Rl is
ens  trobpem davant dun afer gue no o respon & Wha de
gramatical i rnllﬂ»mrt resultant de lez nostres andlisis
sintesis en la Hees gque no f2 circumscriug al dxsuur iz
gue Bxelora ies habituacions 1ingui5t1quﬁ5 Qquan @ hi
gue wvan essent m@s abstractes en la groporcid gue e85 v
ais nums (sense gue calqgquli sempre limitar-se o afers X
la oconsegdent necessitat d'un aprenentatge 1ingl
aque"%d accepcis la teoria de classes descabdellar:
paral.lel al gue fa l'aritmebica: kanmatelx Ia no
embla innecessaria a 1 hora de pensar 21 rombers (of
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o ouga les operacions a4 la manara del ilenguatge guotidia™® ]

SEVEeZ gensralitracions {amb  una guantificacid correctamen

interpretada), sembla gue unz tals emstudis facin ATy I £= T TR S o B Rt ]
' Rre ’ N 1:' i £ q‘ho ek ‘:\k' Mv}'(fﬁ\’m 1 o L . gt

a particr de fets sa-&%ﬁﬁﬁis, Toque hi heagd wn paeral.loii=m

i
M
-t
ir
e

= = @
amp 1l aritmética. En aguesta ascepoid la base d aguell caloul esta
prou 1luny de tenir un pant de partida formal, tot i gue, com la
mataisa aritmdtica, 43 possibls de valorar-lo a tall de ciscurs

erpmet una vegada un hom només usa llenguatge™?®,
.Uuyﬂ:ﬁc -

2. La critica del constructivisme de regles operatives i de
la predicacid fregeriana (entesa com 1a substitucid de la logica
per l'analisi gramaticall) cal no tenir-la “om . un r=buig del
Tarmalisme (0 de la loagica formal en cantunt); al costat de les
lagigues simboliques de claszesz i de relacionsz,. les lagigques
simb&ligugs de tall aristotelic i wun os qualseval d'una analizgi
logica de les foaroules matemdtigues (que s4n resultats) esdsvenen
imstruments sovint insubstituibles,

ihora les resultants matemdtiques que s analitzen hen tingut
la seva prapia gareralitzacid i formalitracia que caldird sstudiar
CE3E per cas i odiuna manera independent del simbolisme ldoic que les
aralitzs per a d'altres finslitate {de claredat sxpositiva,
simplificacid, =tc.),

£l
1!

3

% (7 o
cOm gualseval altra negacié Lingldistica, 1 par
tai rep 21 mom de no~tal Loom b diagrama
fef.per gxanpls la setans Yo} @migne
a PT-4L pesr oal calocul ds el
per al calaul d =hunciats). Fer cert qLees
condicional , Lz i la disjuncid (inclusival
a gol.lacid =n la subsumpeis, Loproducte
' Ty

sama [ Ldgic gnunciats ver im0
intarpratad @xemnle voll.il, pags.l-24
lagica o Rindries =f.vel.IIl, SAg . i1
iorigen Tunes ls classes per la veritst 3
ol anuno ia uma ldgicas extersiva L ogus
log sebipy imne oue HMEEItHE A0 60 les del Lisngs iy
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PART SEGONS

Esbossus per a les disgiplines
matematiagues elementals
»

Amb els advertiments metodologics de la primera part podem
abordar algun esbss elemental de les nostres disciplines
aritmeétiques i aqeométriques. Caldra tenir cura de nocions com
quantitat, unitat i pombre, mirarem si és possible d entendre
" correctament algunes resultants de 1’ aritmética a partir d uns tals
pressupbsits 1 farem un esment especial del gue entenem al=T
formalitzacit en l'estudi dels nombres i del seu caleul.

Ara bé 1 'estudi de les anomenades geometries no—euclidianes
57 arrela, sembla, on el domini de la geometria euclidiana, i per
Aaixd nexposarem alguns punts sense anim  d exhaurir-ne el
contingut. A més 1 'obra d Euclides tindri per a nosaltres un sentit
instrumental en tant que ens cal alguna avaluacio del mnétode
demostratiuv, de la deduccid des de principis, d aguests mateixos
principis i, en acabant, de l'objecte de la propia geometria, aiid
&5, caldrd també oferir alguna resposta a la prequnta seglent: de
que tracta la geometria elemental suclidiana? Des d’agui sera
segurament més facil dentendre el pas cap a d altres geometries,
i ho exemplificarem amb unes notes =cbre la hiperbolica, d'acord
amb 21 descabdellament dels nostres esbossos, que no pretenen
arribar ni a la geometria analitica.



Hem vist que els registres canteﬁﬁﬁa aeva préopia informacio

1ngica, gque els dominem 1 gue tambe pensem amb ellss la
circumsztancia de no conformar-nos—hi &n alguns atanye de la cisncia
{i en alguns caszns) no rau doncs que sovimt no kastin auan  ham
podria llegir guasi tot el gue expos=arem com a mer registre, sind
#n la circumstancia gue també explorem afers egxtralingldistics per
tal, per exemple, de reblar-ne l'Us com & registres, finsg 1 tot al
marg®? que aguella sctivikat wval d'una manera abscluta com &
'a?tivitat Faciomal, i gue pugul esdevenir mer ragistre peEr A& un
matein: pare és gus 2n alguns casos Gque ans poden interessar =)
contingut légic linglistic dreflecteind un ater exxitratingdistic i
2l dialtres 4s mer ordrz lagic linglGisticy,

i.lavars l'aritsética constituint one  de i % ines
matandtiques més antigues, ne el pondsErar la by B e
talesval estudi sobre 2l nombres, i g aigunas manera 28 socdris die
gue |l avaluacids o wun r i té an aquenta disciglineg un=
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pressuposa meés aviat el tot de (1) i gue precisament perqué posem
en relacio 1a part d'un tot respecte del tot on entra puguem usar
(aguil) el mot "guantitat’ . Aguest ordre de discurs establiria per
tant que la guantitat {agui) és la relacid de 1a part al tot on
esta inclosa.

D*altra banda la circumstancia que el mot ‘gquantitat’ pugui
usar—-se par a una relacia entre la part 1 el sey tot, perd que no
sempre tendim igualment a esmergar-1'hi, sembls revelar que ens
reservem aquell mot fuan ens interessa de remarcar no una part,
sino les plurals parts d'un tot, perd aiud scls és possible per
l"afeccid linglistica i comportamental d'una histéria logica t(de
parts) o/i el corresponent tot: la distincio aristotélica de 1a
quantitat continua i de la discontinua ho assenvala sequrament (al
marge ara de l'encert d’aguesta distincid), per la gual cosa potser
&5 sensat de concloure gue no cal circumscriure 1°as del mot
‘guantitat’ a la relacid d'una part amb el seuw tot com sigui gue
Iesapressuposa Ja 1'afeccid d'una histdria légica {de parts), gque
pot recaurs pels mateixos motius en el tot; llavors um tot rebria
el nom de ‘guantitat’ emn tant fque —— 1 seguint amb aixd un
comportament linguistic -— ha rebut una anidlisi de parts o n'és
susceptible.

L'ds dels mots ‘més” i "menys’ sembla prou emparentat (agud}
amb 21 de la nostra digressid del mot 'quantitat’: en wuna accepciad
‘més’ g 'usaria gquan atenem un tot respecte de la part o de les
parts que 1 integren, aguell tot no essent —— o no havent de ser
s0ls - justament aguestes parts: ‘més’ s’ empraria aqui per a un
terme de la relacid entre el tot i les paris (o la part) seves, i
precisament per al del tot, 1 altre terme prenent el nom de
‘menys’: tindriem, per exemple, «¢més gran®, «més ample®, etc.

Alhora en una segona accepcid usariem ‘més’, sembla, per a
allé qua no s integra en un tot perd gue ha de constituir amb ell
un  altre tot, i ‘menys’ per & la part d'un tot gue es vol
desconsiderar per tal de tenir les restants parts d’aquell tot com
un nou tot: tindriem, per exemple, <«aguests homes meés aquest i
agquest altrer, stc.

Les relacions entre un tot i les seves parts permetern tambe
d'altres usos de ‘més’ 1 de ‘menvs’ : el mol "més’ pot reservar—-se
aixi mateix per a la part respecte del tpt, el tot egesant ara
menys: tindiriem, per exemple, «més cwrt»r, «més petit», ete.

Circumscrivint-nos & la primera accepcift de ‘més’ S menys T,
podriem dir que 1 ordre de consideracions per les guals usem {(agqui)
el mot ‘quantitat’ i ®ls mots ‘més / menye  semblen ben bé les
mateixes: car si la quantitat €s gualsevol tet en tant gue és la
resultant d'una anilisi o n’'és susceptible, la relacio nES/ menys
sembla sols gue expliciti precizament la relacicd entre el tot i
algunai{es) de le seves parts.

Fent~ho ara per a la tercera accepcia ens adonem que <°hi
explicita també la relacio d una part a2 un tot.



=1 lectar entendrid que mots com Tgquantitat, ko', “part,
=an mots-jsguer (of. 83, Gtils ad _hoc. cosa aue no implica pas qua
o esprassin afers lagics de la maxima importdncia, & més sovint
e2ls acompanyem o' altres noms qgue &0 precisen 17U {(scobrotot i
1'exposicid a un tercer): «tot el magatzmm» duma guantitat
d’homes?, etc, Respecte de mots com "més’, 'menvs’, sembla gue la
lLlengua ens obligudl a cirguescricre la referémcia {ysats com &
substantius gerien mobts—jdguer) per mitid d adiesctivs, prow dels
quals no son mebs-jogquer (Km@s gran®, «nes petits, etc.), per meés
gque n'hi ha que =24 gque ho sdn {dmés estructurat?, etc.).
sk

Z. (Observi's que en totes lg £, cmmparacxmns el Sl -

&méa# pras en las primera accepsid a wn tot: gue ! segment
¥l sigui mEs llarg gue (1) ho sabem directament per la mera
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inspeccid de (1} i {2); =3 mégzww agui per & {(2) com un tot 1 no
val 1a pena de tenir-ne cap dubte ni d explorar cap altra relacid.
Fard en
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ham d'inspecscionar gue (4) tingui una part igual & (U} i gue » hi
hagli un restant: parlant estrictament {4) &3 mgs liarg ques is part
igual a {E) gue contd; fabt 1 fet tampoc no gng inbterssssris de
zaboyr dir Qtﬂm”ﬁ+ gus {2} Ilarg gue C
2} &2 méds llarg gue una i

En canvi guan pronem ol moet més’ zn ia ;
tlavors és el tarme gue és menys 2] gque 2 ha de presdrs com un totb
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alld gue fa gue 21 dibuix sigui
una ratdliag.,

Poalld gpas fa oo sioud

Podent altp rar lliwrement 1exespls, 1 T hosms,  und
foub’, Tunt 1 Cwersell’, ato., serion dos onams  diversos pEie &
ihome, el cub, =l vermell, 2hc., gue estem considerant, de tal
mariera gue la unitat seria aguest hone, agquest cub, dgul LovErme 1,
etc., 1 caldris admetre (1) gue hi ha un ds eguivas del mot

‘unitat’, talment com asem el mot nina’ per a la nina dels
i per a la nina de juagar: =n un cas =@ria el nomn per agusst &
2N un o segon Cas  peEr A aguest cub, sto. (2} Havent-hi =)
carresponent paral.lelizme en totes lss llengies sembla SGuier i
hauria d' haver mézs aviat algun motiu en aguast homs,; =n AQHLi cuiks .
2 aguest segment, en aguest vermall, gue possibilitegs 170s comd
del mot "unitat’ .

Lo tn afecte las presdnoia d'slguns nots de la llengua duia, o
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Alhora la diferéncia de mots {(‘cosa’, ‘unitat’) provindria
aqui de l'activitat a fer, palesant gue la raciocnalitzacid dels
usas dalguns mots no duw scls a les comparacions 1 oa les
estructures plurals, sind a wna diferéncia (afeccians) de
propisits, revelant alhora que dominem ies afeccions per les quals
diferenciem els wsos dels mots.

No sembla exagte d afirmar que ila unitat depén del concepte:
la forma "CASTELLO és uma o s'analitza en 'C W8 '8, T . E’ .
LRl .78y on comptem vuit; precisament fent-ho (simplificant
1'afer), "CASTELLD s 'esmenta com a ‘paraula’ ; 1 'C',’4A '8, T,
TET STy 'LT 0" com a “lletres’y llavors es podria dir pel cap alt
gque 1 individu primer t& un npom en ‘paraula’, i els altres en
"lletra’, pero no sembla haver—hi una causalitat entre el concepte
i la unitat en la mesura que evitem la confusicd entre les
reflexions que individuen, les reflexions gue relacionen, !l estudi
. dels individus i els noms amb els quals els anomenem™.

_ D'altra banda el fet gue "unitat’ sembla un altre nom per a
l1'individu permet aveangar agui {tot i gue s hi introdueixer afers
a tractar mes avall) gue un ceontinu linial ha de tenir la mateixa
potencia que la série dels nombres naturals; (1} Cantor defensa,
#s cart, la segluent proposicid per a negar gue la potencia (i.e.
@l nmombre cardinal) d'un conjunt de punts linials d'un ipterval
constant, continu (aixd és, el conjunt de punts, les abscisses dels
guals sdn 30 3 1) sigui la poténcia del conjunt de punts
enumerables {(abgéhlbaren) infinitament, poténcia gque té com a
representant la serie numérica natural: 4tinoui’s  una serie
infinita simple

Wﬁa w],---¢, CU\-A.-

"L -obieccid que 1a unitat no &s una  tal individuacid
delimitadora pergue ho podrien fer també els animals (la wunitat
provindria de les «més altes forces de l'esperit huma®) no sembla
massa seriosa en la mesura gue hi és en joc la mateixa capacitat
determinativa de 1 'home; ben segur els animals delimiten coses,
pero no es tracta sols de delimitar, sind dels seus trets,
seguramant incomparablement més rics en 1 home gue en gqualsevol
altre animxl, ultra que &s possible gue bi pugui haver una certa
equivacitat entre la delimitacid d'un animal i la d urn homes.
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de nonbres reals, o iguals, Ogue progiressa Sedons_ uipna  guslseval

N

1lemiy llavors on cada pretés interval {(of o0 P! 2e dona uwn nombires

N Y fgue &8 reall] (i per consegient infipnitament molis

d d’ aguestsl gque no ocoarrcs en aguellas série (com_a asmbra seyl»™,
perd segurament caldria argumentar conts ra 1's de limits en la
prova gue ofereix®. {2} El motiu gue faria establir una mateixs

poténcia entre la série dels nombres 1 21 conting &5 prou senziil:

alld que dizcriminem en 21 reconsixsment {0 an 1 afeccid) d'un
continu duy precisament a ngyes unitats. (3) Notem gque la infinitud

die la =s&rie numerica s assembla prouw a un shodtera, gque cal no
confandre " la infinitud de la discriminacid d'una unitat -=ka
wpdbmene i ol one  ceswneddad amb l'infinitud del compte, 1 gue la
suma de les dues series numerigues infinites que corresponen a les
dues parts d'un continu no faris sind una serie infinita (hi hauria
sols un etcgteral™,

T -
A T

.- Fibher unendlighe linegars Punkitmanpiofaltigkeiten, pag.143:
prova es troba a les paginee i42-1453 per a l'afirmacid explicits
gue la sériz matural no &= dligual poténcia guea 2l conting,

cf.també pagines 1811821192195,

Malavradament no podem sstendrenes en 1 elucidacid df aguest
pacil s prassupeosselia haver de descabdesliare estudil dels limits an

genaral, gue sers obiecies g un proper brebsll. guean sncara oal
constdarar la $imple seriz delzs posbres L un grimer  esiodl
gaomidric, fites del present treball.

“helvertsixi’e que la nostra diferdéncia d infinits 2z pol ftome
gue tenen, 1 ng Lg cap punt de contaszte amb 2ls infinits propis i
impropis de: Cantor {ct. Erundlagen giner alloemnsinan
Mapnigfaltigheitslehre, pigs.léB-187). Sembla gque, al cogtat dels
treballe de Frege, pogues coses haein desenfocat tant la compransid

.
=l 1’aativitaﬁ ietgica 1 matemdtica com la teoria dels nonbres
transfinitsy Cantor no circumscrivint—-se & 1 activitatn ma;&mwhica
de bastir la tecria dagueils nombres, llur comprensid m, milicr,
11ur mrmkmn*acjé epizstenologica fou pel cap haiz poo aforiumada en
ia wEXE gue ho Tdu en termes o Hexistdénclar 1 o duma visid prou
idgealitbeada  del coneixenant  hund (L de len udtﬁmm%t )
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S 3F. Els _noms de les coses.,
£l combre aritmétic com 3 nombre conored.

ffassem ara als plurals noms ds les coses en el campte. BEn el
dibuixs
A B <

]
. 1

tenim AF com & cosa (i segment) i DU com 2 cosa (i segment): un hom
individua AR g individua BC; tornem—hi: un hom determina AR i
daespres BC, perd de fet hi ha la reflexia de Ilur relacid i les
reflexions dels respectius individus; i podem determinar, per
axemple, gue tant 1'un com 1 altrs s’ integran en AQ, aixd és, que
hi Ma una sSintesi {on I"analizi descobeix els individus
corresponents 1 liur relacid):; en pogues paravlesz: hi ha wuna
structura.

Precisament els dos camins emprascs, {1} el segment 4B 3
dgspres el segment BC, (2) la relacis da segqments AR & BC i lIa
sintesi {gstructural A0, 00 les histaries léqlqua la determinacis
de 17 ﬁfg; it de les guals dominem, dominid que s evemplifics an | us
dols &L,

Ern  aguest punt s prou dificil d esbriner gquins  noms
s’ originaren primer, =i aguells QuE anamenan Cada cosa guans ja
han rebut nom les snteriors o aguells gque ancmenen 1 estructura.

»

tots la série (cf.p.s. L.Brunschvicg, Les etapzs de la philozophis
nathemsatigue,. pigs.S24-557): com digm, 1 comprensid de 1 inficit
a tall d'un stcdters impediriaz gue @l fet d’afegir—-hi uns unitat
2N5 dugués precisament méds enlld d'un stedtera, A mes, i de manarsa
concomitant, 1 existéncia de 1'infinmit recohrelir la concepcis
Sedekindians de |, 1 dirracionsal {gue 3 sembla #a= acceptabls NIl
i"’""%-’»‘?‘*"“-“"‘%‘f‘-’-*"-’-“{* w2 ) cantor s studia en 1l obra que citem {1 que
e i - _‘}':\ estidia an | abira gui@ C1vtem i Hules
d altres euuiran {racordem 1 axioma de l infinit dels Crincipia
mathematica: per a una consules rapida basta una lectura del L1libre
de Russsll Introduction to mathematical ahdlozoohy. pags. (51147,
ey

per oa la Tamoss definicid dedenkindianas quz U zistema = anomens
Totmenn es ainen arhtan Toeil: s@ingr selbhst Al 11i¢h Lt

P T

Was singd und was sollien dis PAEAES . 347, BRL-N59
CUESTVAIS gque els sntrellagames 2o arﬂbzdmrab{as,
actituds sembien revelsr potser un ovcessi
logica 1 de lesz matesidtigues (guie =60
der 1o discronia in@ivtuani i ofdstdrics,
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Perd sembla que —- i sense entrar en 1l'afers etimolégics —— la
possibilitat de la discriminacid dels noms de les estructurs ha de
provenir de les Lndividuacions sguccessives dels seus eselements.
Sigui com sigui hom ha donat de fet (en les nostres civilitzacions)
nom & cada individu i ha donat nom & les estructures corresponents.

Els diferents noms establint uvna relacid, la relacid numérica,
rada terme €s un nombre. E! nombre doncs seria un nom, el gual
s’ usa en afers extralingluistics: per aixo la circumstancia que cada
terme d aguella relacid s'esmenti com un nombre &£s pot entendra
aixi mateix com el fet que '‘nombre’ és un nom per a un gualsevol
dels termes no linglistics. Per aixd hi ha una ambigliitat en 21 mot
‘nombre’: perquée "el nombre” pot determinar alld gue s’ anomena,
i.e. 21 =zentit de 'el hombre’ ser alld anomenat per un nom {(guelcom
estructural o nol — o *el nombre"” pot determinar el nom
coarresponent, i.e. el sentit de ‘el nombre’ ser nous mots. Cal
saber doncs constantment qué &5 determina.

.4 .
En el cas de determinar 1’ individu (estructural o no) gue na
es un nom usarem doncs 1 expressid ‘nombre concret’: mentre
l'aportunitat de 17'ds de ‘mombre’ s origina sens dubte per la
reflexio linglistica, "nombre concret" determinard aqui 1 individu
curresponent®. '

Llavors, i si més no en catald, sembla que usem indistintament
‘el primer segment’ 1 ‘el segment u', ‘el segon segmenit’ i ‘el
segment dos’, ‘el tercer gsegment’ i ‘el segment tres”, etc, (o
‘1'uw’y, "l dos", ‘el tres’, et¢., usats per a segments), on tenim
que uzem ‘dos’ com a nom propi d una cosa guan ja hem usat el mot
‘N, “tres’ quan ja hem usat ‘dos’, 2tc.i un tal expedient no ens
fa abastar res més gue aquesta cosa g aquella Cosa, perd 2] seuy
aprenentatge, aixd és, el seu Us en determinacions no formals conteé
l'afeccid linglidistica d'uma histéria légica: en determinar “el
segment un', "el segment dos", etc., la mateixa determinacid rep
21 nom de ‘comptar’ (1l explicariem per la comparacié& amb 4 altres
activitats) i el "compte" és precisament 1l accicé d'"el segment un®,
"el segment dos’, etc. (per tant "comptar" i "compte" determinen -
- oquan no son registres —— un moment amb una afeccid linglistica
s oen conjunt, comportamental).

L7anic requisit del compte rau en la diversitat dels noms per
a les coses: si una cosa té per nom proapi mil cimc~cents guinze’ .
la cosa del costat tindra, per exemple, el nom ‘mil cinc-cents
setre’, la determinacid sols abastant "la cosa mil cinc-cents
setze" 1 alhora contenint 1 'afeccid linglistica d'una histaria
iagica {(remetem & l aprenentatge { a la memdria de les formes

“.a doble possibilitat d anomenar formes linguistiques i
d'altres significacions (linglhistiques i extralingilistiques} no
lieva que en cap cas el nombre aritmeétic no pot ser una mera forma
lingdistica (malgrat aue les formes hi entrin obviament en
consideracia): car, ho veurem, alld que Ta gue una forma
lingldistica sigul nombre aritmetic és el seu Us.



142

linglistiques”™). Un tal requisit no lleva ~— i més aviat pressupossa
—-— gue l'origen dels plurals noms rad en una histdria (individual
i col.lectiva)l que remet a 1’'experigncia de comptar i de les
estructures numériques (cf. § 42).

Agafant ara una altra direccid podriem dir gue guaisevol cosa
pot rebre el nom ‘unitat’ com sigui gue gualsevol pot iniciar el
comptes una estructura de coses és Yoncs wna estructura d unitats,
fet gue permetra de concebre 2l nombre gstructural a partir de leg

unitats.

L aprenentatge de prouw d ' aguells noms {"un’, "dos’', ‘tres’,
etc.) per a cada simple individu serveix alhora en catala
d’aprenentatge de noms per als individus-estructures: mentre val
sempre qua 1l abast logic de la sintesi és en gualsevol cas limitat,
tambe és cert que en

-

I 1 I I I I I I I I

2l pas del trag dos a dos tracos implica sols ia diferéncia amb el
primer trag i llur gintesi mentre els noms contenen 1'afeccit
linglistica de la histéria 16gica del compte (trag u, trac dos);
el pas del trag tres a tres traces implica sols la diferéncia erytrea
el trag tres i els altres tracos i livur sintesi mentre eis noms
cantenan l'afeccid lingliistica de la histdria lagica del compte
(trag u, trag¢ dos, trac tres) o el compte del tercer trag segueix
1"afeccid linglistica de la histdria dels dos tragos...: el pas del
trac deu als deu tragos implica sols ia diferencia entre el trag
dew i e2ls alires tragos i llur sintesi mentre els noms coentenen
l1"afeccid linglistica de la histéria logica del compte {(trac u,
trag dos, trac tres, trag guatre, trag cinec, trag sis, trag set,
tra¢ vuit, trag nou, trac deuw), etc. &s sabut que ern el cas dels
nombres concreta (d' estructures) emprem els substantius plurals
després dels rniombres: mentre els registres expressen llur propi
pensament, 1'4s no merament com a registres dels mots remet a
individus, que sén estructures, oue s analitzen en aguest trag
en aguell altre, etc.®

"Ubaservi’' s Que 21 mot ‘aprenentatge’ &s un nom d activitats
egspecifiques: no té valor explicatiu quan un hom esta aprengnt, en
gaudeix guan registra que hi hagué un  aprensntatge o se'l
representa per mes que sens dubte hi ha en aguest cas prou afecoid.
Fer la seva banda la memdria sembla o bé un mer Fegistire o bé una
recreacio afecrivola. En gqualsevol cas el campte {en Ggualsevol
accepcio del mot "compte’ ) té un valor absolut.

"hservi ‘s gue alld gue tenim (més aviat per consideracions
iinglistiques) com a «nambre ordinald s usa tambée en foroes
plurals, perd en aguest cas no hem apres & guants individus
correspon. D'altra banda té rad L.Brunschvicg imalgrat 1 tipus de
ilenguatge gue usa} guan defensa que «po hi ha ni nombre merament
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Tot aixs ben aprés el lector podrd admetre amb facilitat gue
un hom passa directament del compte al nombre estructural, o gue
el compte duu immediatament al nombre de coses (hi ha hagut wun
aprenentatge i la nova conducta supleix les obvietats logigues);

alhora, per a esmentar-ne el nombre —— i par uns motius semblants -
—s PO caldra atalaiar la sintesi de totes les coses gque es van
comptant, etc.: es tracta en tots els casos d'una gonducta, del

domini del compte i del nombre de coses, etc.
»

§38. E1l nombre aritmétic com a nombre abstracte.

Tant per als nombres concrets d individus («el segon home®,
«1 ' home dos»), com per als nombres concrets d'estructures («dos
homes®}, hi ha una serie de noms-nombres que s usen per a plurals
coses: ‘dos homes® al costat de ‘dues llances’, 'el segon home’ al
costat de "la segona llanga’, ete., albora gue sls uzem aixi matein
som & registres.,

' Llavors anomenem ‘nombre abstracte” cadascun dels reaistres
gque usen noms numérics i que els pensem amb independéncia,. no sals
d’afers no linplistics, sind. adhuc sense la companyia de mots com
"home' 0 “llanga’; nombres abstractes son, per exemple, 2, 15, ste.

ordinal, ni nombre merament cardinal. tna col.lecrid aus es dona
2n _bloc a g percepcid com un tot indivisibie na és un pnombre: no

gsdevé un nombre sipd gquan es distingeixen els diferents elements

per _a sepr enunciats, aixt s guan l'esperit @s capag de fixar-se
successivament en _gada unitat. I a la inversa, una serie d unitats
gue desfila davant l’'esperit no esdevé nombre sing guan s’ assigna
un rana a cada uniftat, aix® &= guan intervé el pensament per tal
d'introduir en la idea de 1la uwnitat gue passa la idea de les gue

han precedit, guan pot convertir per consegiient la successid en
simultaneitat, E]l rang de la serie i la xifra de 1a col.leccit
podran utilitzar-se, J'un & part de l'altra, en els dudicis

wlteriors guan es tracii de passar del domini de L aritmética a les

aplicacions empiriques gue comporta, aquan calgui determing- gl lipc
dun element gn un sigstema ordenat © fixar la part dels glements
g un grup donat, Ferds =i sols s vol retenir la concepcia
cleptifica per desenvolupar-ne integrament el contingut i definier-—
ne el principi, llavors &s impossible de separar 1l ordinalitat i
la cardinalitat —--— la série dels actes successius pels guals
i'esperit recorre cadascun dels elements, i 1la sintesi aque
arreplega aquests actes diversos en la unitat d'un ogbhiecte
intel.lectual, Up signe gom 3 bastard per a expressar la nocid
numericas perd caldrd traduir-lg ewplicitament per una formuia tal
£om: primer 1 segon i tercer i quart i cinqué, aixd fa cinc. La

captinenca caracteristica del pensament encara és agui una relacio
de correspondénciaz la correspondéncia entre la prepeticia  de
1 operacis pnumerativa i la representacid de la col.lecoi¢ aixi
formada®, Les étapes de 1a philosgphie mathématique, pigs.d478-479,
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Agui ‘nombre’ é&s el nom per a un terme formal gue conte la
seva propilia afeccid lingldistica (no és una mera forma): 1 afeait
‘abstracte’ implica gue el determinem aixi. Per +tant "“nombre
abstracte" determina, per exemple, 2.

5 5392. Bl _nombre aritmetic com a nombre estructural.

El domini dels nombres abstractes ens permet anar escrivint

»

i, 2, & ,4, ete.

amh el benentés que aqui hi ha una série de nombres abstracigs en

tant que dominem 1’ ordre, que sabem que 4 va després de 3 i abans
de 3, no en tant gue considerem l'extensic de

1, 2, 3, 4, ete.

CAiko #%, hi ha serie pumérica abstracta en la mesura que no hi ha

una estructura lagica (guan usem el mot ‘estructura’ per a una
sintesi}), sind l'exercici del llenguatge numéric abstracte, i
trobem certament uma relacit de nombres abstractes entre das
qualssevol nombres abetractes quan usem aixi els mots numérics. Per
tant el mot "serie’ s'usa per a un exercicl fet (o a fer), perd no
per a ila resuliant extensiva d'un tal euercici.

Cal diferenciar tot aixd doncs del fet gue puguem usar '2° com
a nom per oa

1; 2

gque s’analitza en determinacions de formes linglistiques dels
nombires abstractes 1 llur diferéncia; &s clar que guan usem '2° per
a anomenar aguella estructura no l'usem pas com a nombre abstracte,
sing qus "2Y &5 agui un nombre concret, gque compta efectivament

1, 2

i per tant és un nombre concret estructural (1 anomenem ‘nombre
estructural’ d una manera simple perque compta formes numarigues).
Tenim doncs també els nombres estructurals 1,2,3%,.4,5, ete,

determinats

1, 2
1e 24
1. 2,
1s 2.

eto.

L L4 LA
£

E ]
TS
n

D'agui gue en

1x 2y Fy 4, 3, ete.



143

hi hagi 1 'equivec de considerar una simple sé&rie de nombres
abstractes o una seérie (en i accepcitd d um exercici ordenat) dels
nombres estructurals 1, 2, 3, 4, 3%, determinats de la seguaent
fanaran

i

i, 2

1, 2, = y
1, 2, 3, 3

1, 2, 3, 4, &

atc.

cadascun dels guals és també una gerie de formes numerigues.

D’altra banda en gualsevol instant puc reemplatar wuna forma
nrumerica per una altra forma, mentre consideri gue és una forma
- drdenada o gue n’'&s un equivalent. La forma numérica ens assebenta
del lloc gue ocupa en el tot estructural pergqué pot usar—-se com un
nombre abstracte; perd hi ha un perfecte paral.lelizme entre la
serie de les formes numériguess i 1'extensid d una semirecta, com
en

1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 ...

- - " L] L] -

Hem de comengar a entendre sericsament gque 1’ estructura de les
formes numérigues és extensiva”™.

TF.Benacerrat té doncs també rac quan diu: dper aixd defenso,
gstenent 1 'araument que aconduia a8 la conglusid gue els nombres no
podan ser conjunts, gue els nombres no son de cap manera obiectes:
perque no hi ha més ragns per a identificar un mombre individual
amb un ocbiecte especific gue amb wn altre (no sabut préviament guz
es. un nombrel .

La futilitat de tractar de determinar quins sbjectes sén els
nombres deriva doncs directament de la futilitat de fer guestio
d un nombre individual. Fer als ghjectius aritmétics les propietats
dels nombres gue no tenen el zeu origen en les relacions gue hi ba
entre gls uns i els altres en virtut de trobar—se arraniats en una
grogressia no gaudeixen dg cap importancia. FPerd serien  sals
aguestes propietats les qgue gingularitzarisn un nombre com aguest

aobjecte o aguell altre.
Fer aixp €ls nombres no son_de cap mangra obiectes, perdud en

donar lesg propietats (aixd és, necessaries i suficients) dele

pnombres  tw sols caracteritzes una estructura abstracta -~ i 1a

distincio vawn en 2l fet gue elg "elements" de 1 estructura no tenen
mes propistats que les gue els connecten als altres "elementkcs" de

la mateixa estryctura. Ouan identifiguen una estructura abstracta
amb wn sistema de relacions (en intensig, naturalment, o i no amb
el conjunt de totes les relacions en extensid isombrfigues s un
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5 A0, Sabre 1 axicmatitzacidé formal.

Havent aprés els nombires i dominant—-las, 1045 de mots numérics
&g teé com un fet =zsense problemes, i la formalitzaci® axiomatica
nfes  una presentacid a partir d'unes  tals circumstancies.
L axiomatitzacid de Feand n'&s un cas a partir de tres nocions
basiques (9, nombre, successor) i c¢inc proposicions (40 é@s un
nombre?, el successor d'un nombre,&s un nombre», «dos nombres no
tenen mai el mateix successor®, «0 no éz el successor de cap
nombre», «gualsevol propietat que pertany a © i al successor d un
nombre que t8 1a propietat esmentada, pertany a tots els nombras»?).
En aquesta accepcid son curioses les paraules de E.Russell guan
escrigué: duna serie de la forma

Yo, ¥a,% <=+ Yoa oo

 pistema_ donat de relacions), aconseguim gue 1 aritmética elabori
‘les propietats de la relacio "menys—-gue”, o de tots els sistemes
d . gbiectes {(aixf &z, estructures concretes) gue exhibeixen aquella
estructura abstracta. D' altra banda gue wun sistema d objectes

exhibeixi | estructura dels enters implica gue els slements
daguell sistema tenen alogunes propistats gque ne depenen ds
l'estructura. I ha de ser possible d'individuar aguells objectes

independentment del paper que tenen en aguella estructura. Perd
aixe es precisament el gue no s pot fer amb els nombres. Ser el
nopbre I no és res més, ni meovs, que estar precedit per 2. 1, i
possiblement O, i estar sequit per 4, 5, etc, 1 ser el nombre 4 ng
g res meés, ni_ menys. gue estar precedit per X, 2, 1, i
posciblement Q, i estar sequit per.., Oualsevol objecte pot tenir
@l paper de 33 aixd és, gualsevel cbiecte polt ser el tercer element
en alguna progressid. A110 gue &s peculiar a 3 éz gue definein
Caquest paper —- no o per ser un paradigme d alagun objecte gue teé
l'esmentat paper, sind per representar la relacid gue gualsevol
tercer membre d’'una progressid mante amb la resta de la progressid.
Elaritmetica és dongs la ciéncis gue elabora 1 estructurs
abzstracta que totes les progressions tenen en comd marament en
virtut de ser progressions., No és una ciéncia gue tipoui a veyre
amb uns gbiectez especials —— els nombres», a What numbers could
not be, pags.290-291. Tanmateix sembla gue la sava inclinacice a
rebutiar gue els nombres siguin conjunts, per tant gue un nombre
tingui una significacid, un objecte enlla del lloc gque ocupa en LnRa
“estructura abstractar (Benacerraf estd pensant sempre en Frege)
hagi pesat bastant: pergueé el mateix autor parla de 1 important
paper de 12 cardinalitat, el fet d'ancmenar amb nombres les LosSes,
com wna circumstincia cabdal (aixd #s el gue l'autor creu qus el
separa de Guine), i que els nens aprenen, afer que ens remet a usos
lingliistics on no necessariment es determina una “estructura
abstractar: fet i fet un tal destructura abstracta» sembla contenir
consideracions de la série numérica abstracta i alhora dels nombres
estructurals, altrament semblaria impossible, per exemple, que
l"aritmética pogués elaborar la relacio dmenys—quen, eto.
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on hi ha un terme primer, un successor de cada terme (de tal manera
que no hi ha un darrer terme), cap repeticid, i1 on es pot abastar
wn__terme gualsevpl per  un  nombre finit de passos des del
comencanent, $'anomena una preogressio. Les progressions sdn molt
importants en els principis de les matematiques. Com acabem de

veure, gualsevol progressid verifica gls cinc axiomes de Feanp. Es

pot provar inversament gue gualsevol série gue verifica els cinc

axiomes de P & progressid. D aguil gue aguests cing axiomes
poden wsar—se pey a definir la classe de les progressions: les
"progressions” sdn "a les sérje we verifiguen agquests cinc

axiomes"., Pot prendre’'s la progressid com la base de les
matemdtigues pures: podem donar el nom "0O" al seu primer terme, ei

nem.. 'nombre" a1 conjunt sencer dels seus termes, i el nom
tsuccessor' al seqlent terme e la progressicd. Perd la progressid
no necessita estar composta de nombres: pot estar composta de punts
de l1'espai, o de moments del temps, 0 de gualssevol altres termes
dels quals bi hagi una assortiment infinit. Cada proaressic
diferent originsra una interpretacid diferent de totes les
proposicions de les matemadtigues tradicionals puress i totes
aguestes interpretacions possibles seran igualment vertaderes.

En ol sistemna de Peano no hi ha res gue ens faci seyr capacos

de distingir aguestes diferents interpretacions de les seves idees
primitives, Més aviat ' assume@ix gue sabem que significa YOV, i gue
oo suposared gue adquest simbol signifigui 100 o 1iaobelisc de
Lleopati ualsevpl altra cosa que puoui significar.

Aguest fet, gue "O0","nombre' i "succeszor" np poden definir—
ge_per mitia dels cinc axiomes de Peang, &= important. Fergus
ngsaltres no volem sols els nostres nombres per a verificar les

formules matematicgues, sind també per a aplicar—los correctaemnt
als objectes comuns. Nosaltres volem tenir vint dits, dos uwlls i
an nas. N sistema en el gual "1" signifigués 100, "2V =ignifigues
101, etc.. podria anar melt be per a les matematiquesz pures, perd
no. seria apropiat per a la wvida disdria, Yalem gue "0v, "mambra' .

Pesuccessor”, gaudelivwin d uns signifticats aue ens permetin el compie

carrecte dels dits, dels uils i dels nassos. Ja tenim  algun
coneixement (prou articulat o analitic) d alles gue 1", “2". eotc.
signifiquen, i cal aue el nostre s dele nombres on aritmética
zigui conforme amb aguest congixement. Mo podem asseqQurar gue
aquest sigud el cas en el ametode de Feang: tot el gue podem fer,
2i 1 adoptem, &g dir que "sabem el gue "0V, "nombre" i ‘“succes=or"
signifiguen, malarat que no podem exolicayr el gue sionifiguen en
termes d’altires concepteg simples’. Es prow legqitim gde dir sisd
guan ho hem de ferr, i en un cert punt ftots ho hem de fergy
1 gbjecte de 1ag filosofia matemitica és de diferir aguest
Eant de temps com sigui possible., I per la teoria iacica de
1 aritmetica som capacos de fer-ho per malt de temps»?®,

park 1o
G 0
d
¥

introduction to mathematical philosophy,. pags.8-%.
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San interessantsg peirgque (L) Feano ens ofereix una
formalitzacid axiomatica gue, com en gualsevol altra cas, demana
una connivéencia del lectory ne sembla que vuigul dir-nos gue &g el
nombre ni gué és el rero; (2) la série de nombres abstractes (o els
correzponents nombres estructurals) pot ser reemplacada  per
qualsevol altra série (mentre sigui série), perd sembla gue Russell
cregue gue la substitucic de la série natural per una altra sarie
era senyal d’ alguna inconveniéncia en tant gue agquella saris hauria
de valer per a totes les coses, no 3emblant observar gque qualsevol
toz=a podria treballar com les nostres formes numérigues, mentre en
tinguéssim una série, mentre cadascuna posseis una marca distintiva
i permeteés el seu Us com a nombre abstracte, i mertre poguéssim
diferenciar una serie aixi constituida d una altra; (3} en Russell
O, 1, etc.y havien de passar per "Q", per "1", etc., perd alhora
que mai no fos quelcom concret {una forma numérica, un dit, una
cosa Qualsevol).

En efecte havent indicat més d una vegada gue la concepcid del
nombre com una classe de classes no &s del tot satisfactoria
{cf.Introducci¢ i § 33 punt 7), &no hauriem d admetre doncs, amb
David Hilbert, que els objectes materialis, i.e. extraldgics,. de 1la
matematica son els simbols concrets que usa, immediatament
accessibles & la intuiciée?™ L autor en efecte es desmarca del
togicisme en afirmar gue «iant ia ha ensenvat —— i aixé constitueisx
gertament wna part integrant de l1a seva doctrina  -—— que la
aatematice disposa d un contingut garantit independentment de
qualiseval ldagica i per tant gue mai dels mais no poat fonamentar—la
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sgls Ia legica, per ia gual coss slae égfurcaa de Fromoe § ds
Dedelind havien tambe o anar-se ‘5 ey oreis, fés sviab metd ja donat
quelcom @i l& representacic. rom a condicicd ordvia de  les
gplicacions oe jos inferdénciss Logigume i de i susercici de les

alli d una manera intuitbtiva, com a vivenc: 185 _immedisates prgviess o

gaeracionsg Idgigups: certs ijectaﬁ Can Fets rtralagics due osban

guaizevol pensament. Si  loa inferencissz ldsigues han  de  ser
aszaedurades, liavors cal suaminayr perfectament sghigsts obisctes =0
totes les seves parts, i liur mostracis, 1iupr difmreéncia. sl fob
d2 seguir—se els uns als sltres o de trabarmzc 1rrmnﬁéerats Zla uns

=
8l _costat dels alires. es_ddina ziyi matei tE s manera intuitiva
immediata amb els objsctes, com guelcom gue o g2s deina
une alira cosa g gue no necessita una a reduccic,. Acduest & EL_LJ“
filogsdfic basic que mantic com a_ngcessari osr & la matematics i
en_general per al pensament, per a  la compirensio i oer oo !
comunicacid ciafbifics. I =n eapecial =n la matemitica els
objectes de la nostra censideracic son. els nombres concrshs
mataixos, la forma dels guals, diacord amb el postrs sunt Phsic
gz impediatament clara i recognoscibler®®

je-
1
I3

El formalisme hilbertid - com 1 intuicionieme matmmitic -
tenen 1l aparensa de movimenits de resccia quz tendiren o Wwna carba
unilateralitat. Perd sn rmalisme cal distingiv
entre 2ls ochiactes eutralagics {(tal 1 com ontén Milbert g Aau1:a}5
que =6 2l simhols de la nestra experisancia immediata, L 1| aparell
logis gragies a1 gual, por & s+ 25 possibls da baatir
l’axlematitzacié diuns diggiplina, G TR, 1708 d’un mist
formules amb una interpretacio, sistema a pariir del gual ﬁ%ruﬁ$ﬁﬁﬁ
les corrasponents oroves.

Entram doncs en 2! primer punt, =1 dels obhisctog matematics,
20 particular els de la tzoria nAumsrica, teal 1 com smria possibkle
de descabdellar—ios independentment de 1 asiomstitzacs i aoorad
amb les reprssentacions duna experiéncia concreata:

€ Erm 1a f@mria mumgnice tenim o un obiscts deo Looan
proce=s oo desonwol amanr Sal hue cmqrrﬁ o loes dues s g nes
maneras Inteitive 3 o smemsint una linia. Cartaement el ripus marticulaw
ge concrecid de sgud inasaenci:l, tof i gus cal :

aagafada a1 lliarg de tnta 12 fteoria. Sscoollim
B_ o g smorbtida, i i Lne e 1
dezenvolupansat,

4 - e
e CoOSg

i aplicacit oel
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da 1a 4 AELAETE

2y dag |




a2fegit. Fey tapt s chtenen per sitid de 1 aplicacia e
desenvolupanent, sper miftia dones duna canstru:rla rrnr;
ariribha al final. i per aixd agussha consbtruccio s anul
a.Ras _per mitid duna desconstruccis,

-

diaguestes fiogures constibueixen upa classe de xifres: anui
yalem usar el mok "wifra®, simplement, per o a Agsenyalar agueEstos

figures.

sfhiant a la naturalesa figurativa exacta de les rifrag4
penzem, com_ e wusual, gue i ha un cert marge de liibertsat, aivo
€=y, cal gue ne entrin en consideracid les petites dxfmrmr cims o
faico, tant gquent a ls forma de 1 o & la seva mida, com guant s la
diz=tidncia a la gual col.loguen un 1. 6116 gue tenim com a eagwﬁqul
. 50lz gue tant en 21 1 rom =0 1l afegiment gaudim o um chigcis
intultiv gue 2= pob recongiser d'una manera univmraa i ogue pWauem

examinalr sempre on una wifra leg parts discretes a hase dg les
guales sobd congtituida.

KAL) costat de les wifres introduim Lanbs® ung altres signes,

signes "per 8 la comunicacida", gue cal diferenciar de ran a cag de
les sifrgs qgue constitueixen els ohisctes de la tooris numérics,

gn zicoe per a lz comunicacid &z tambd, orses ey @11

wna  figura, de la gual pressuposem  aixd mateix  gus e
recon@iver univocamgnt i que ng depan de potites u;fmruﬁr-mg =
faico. Ding de la tecris, pard, no fem_pas aquell signe 1b3P
3

2y
¥
i
ik

)
i b
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de ligs considerarions. =ind gue constitueix aoul un mitj& S

faormulacid brau 3 clara de fets, atirmacione i B0

1

#ilsen en _la teoria numéricgs les seqliesnts clazses de siqnms
per a la comunicacid:

w#l.. igtres agtitigues petites per o designar gualsevol xifra
N concyekads:
2o _Ele nombres uzusls per a8 1 sbhreuijzment de s2ifres

deterninades, pey exemple 2 per a 11, % per a 131:

=x Bignes per & gertes acciong  oue  duem a. terme amb leg
¥ifres, 1 per 8 certs prooesses constitutius eele guals SR Y BT

wies xifres des d unes altres

2. 8Bl zione = meyr o la com = gher la diguslial
gl zigne F per 5 la comunicacio de la divermitat de
gi _Bigne + per a3 gesignar la relacid do ecospbirad oo
dosclaricr sntrs sianms numeérd

Ba  FParentes g ]
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asscabdellam  una  mica 1la teoria
cabdalsnte,

dbservi’'s que un hom no s2 circumsoriv als nonbres abstrectes:
el fet d aftegir en la confecoid de noves xifres unitat rera vnibad
o aszenvala perfectament, ultra gue ] comentari Gue o oal
atendra la forma de la uniiat, la sava magnitud, Eto., de D8ll nou
o orabla (una consideracid mb%”nﬁ&tﬁ del nombrg tindria problemes
fins 1 tot en 1'de d unitats romanes al costat de les arapis=,. an ia
garantia d igualtats, etc.)l: el tex: ewvemplifica més avist o)
nombre a través de les uwifres (1, i1, 111, t1ii, =t

i I'l

Sembla també gue la presentacid de Milbert na e pss la mész
escaient (tot i gue 1 afer és en bhona part sawiindsri), com ho prova
el segient text, una vegada scabat 1 eshds de la tearia numérica
des d'un punt ds miva no axiomatic:

“Easti aixd per a la caracteritracid S ol tractament slemomtal
=

de 1s tgoris numerics, | hem descabdellar com wuna teoriz de jog
wifros, per tant d'una certs clasze de figuras especiais zimples.
Lé significscid d- mquas?ﬁ_fe oria per 2l coneixsment s trobs en la

] oresgd contente del nombreg (Snzakl-
ra pelacid de la seailent mansra:z

relacio ds les xifres amb
Begrifii. ﬁcan%eudlm ROQUEBE

fiinudem davankt un tot concret (i en guslszvel cas fTinit) de
cosax, Lol.logui’s una dsrrera de altrs les coseae de]l +ob, i

t
adjunti-se’ ls seoguint la strie les uifres e ti, 333, ... com @
numerss, Quan e no fenim cap cosa ads, Raures abastat una certa
nifra n, Llavors sta xifra, abans oue ros com a nombre ardinal
(Ordinalzahly, $z_wuna de determinada per al
s&rie gscolliida.

Bewy Podem adiuptar~iz [i.e. la witra nl en_sayesth ssnbit al
tot com =1 nombre (Amzahbhi. Riem gue a1l tot consta de n .ﬁﬁgﬁﬁ*;,

Fergus podrien broliar uns possibles problames: {1) cads xifra
hilbertiana esssnt uns Feiractura, la #ifra n peodris tenir-sse coo
Loa sstruciurs gue albora s getructura amb lss altres mebructures,
e arpr “@‘ ﬂ:al i omidE no ne sembla gue g dnclinin Lo cancEpcians
de las teorils numdrics,. (23 Bl nembre ordingl {amd
@uart; eto. ) saria més aviat el o una =ala cesa i oo

totallitat de coses, psronde gue prassuposl en

r'|
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i la corresponent reformalitzacid com a punts d arribada d uns
processos d aprenentatge.

L' equipament d una teoria numeérica amb aquellies légigues pel
cap baix complica extraordinariament tant el procés d una escarida
teoria numeérica com la seva possible (i segurament desitjable)
axiomatitzacid sense pretensions epistemclcgiquegﬂ En efecte 1 'us
del construccionisme de les operacians i dels escrupols que origina
en el propi practicant la : redi e . fregeriana enterboleixen
la teoria numerica, el sistema d'axiomes i les passes dels axiomes
als altres moments de la tearia; pero per _se, i donat que Hiibert,
malgrat ell mateix, estd pensant sbvint en una tecria numerica ja
formalitzada en la ngstra accepcié (i.e. un hom ¢ja sap» les
xifres, «ja domina» les relacions de majoritat i de minaoritat,
etc.), en principi lsa superposicid d'un construccionigme de les
operacions a les corresponents formules numériques i 1 Us de la
quantificacid, per més gue complica prou i innecessariament 1la
teoria numeérica i la seva axiomatizgcis, ne hi introdueixen errors,
sind maneres de manipulacié de ﬂm (guelcom si mes no
sempre legitim, pera de vegades no avantatjos).

El problema es troba doncs més aviat en l'estimacic del que
s'estd fent. En conjunt gualsevol generalitzacid i formalitzacio
noe val sind pel procés que hi duu, aixé és, per la logica
reiteradament seguita fins que wun hom aprén ta gengralitzacid-
formalitzacid corresponent, i1 no pas a 1 inreveés: preaguem per
exemple una axioma del tipus “un nombre #s més petit que el sesu
successorr»: en principi és la resultant d'haver anat bastint
pacientment el nombre estructural “2" (o la xifra hilbertiana
1), després del "3" (‘111'), d haver establert una colila de
relacions fins a la relacid més; d haver vestit el rnombre
estructural "3" (°11ii'), després el "4 (-1111'}), etc., de tal
manera que la reiteracid del joc, la capacitat humana d afeccio i
d’aprenentatge, la circumstancia gue anomenem 'nombre” els membres
en qaestid, etc., permeten la generalitzacid-formalitzacis «un
nombre és més petit que el seu successor®; pero parlant propiament
una tal generalitzacid—formalitzacid és incapac de substituir el
joc logic entre "2" i "3” fing a establir una relacid de minaritat,
talment com aquella generalitzacid-formalitzacio o el joc entre “2“
1 "3" &s incapag¢ de substituir el joc lagic entre “3" i “4" i llur
relacid de minoritat, etc. Cap imstdncia de substitucio d una
gxprossid  formal-general “e2s troba® _en aquesta expressid;
l estimacio gue una gengralitzacid—formalitzacid enclou les seves
instancies de substituci@d —-- 1'estimacid _gue una generalitzacio-
formalitzacid abarca les seves aplicacions—-- s un miratoe, un
reflex a partivr de la constitucid i de 1 engendrament de ‘les
corresponents generalitzaciorns~formalitzacions, reflex que s rebla
gracies a 1l aprenentatae reiterat en la dirgecid contraria del seu
engendrament., afgr gue se sent  com  la  virtualitat d’uma
generalitzacid~formalitzacio.
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Aixd que diem per a un axioma o per a un principi general s ha
d'estendre a gualsevol regla d'inferéncia: un sil.logisme formal
tipus BARBARA &s una consequéncia de mcltes instancies
insubstituibles les unes a les alires, que ternen com a resultant
una generalitzacio—formalitzacid, cosa gue valdria també per a una
regla d inferéncia fins i taot en &l cas d haver—-ls gefinida, pergue
liavors gualsevol instancia d'aquesta regla o s igual a ella (per
tant se n’'independitza) o €5 una instancia de substitucid gue en
segueix l'estructura, n'amplia el joc mentre se n’independitza, i
en els dos casos no hi ha pessibilitat de fer desapareixer la
relacic entre alld que 5 té exemplarment com la regla d’'inferéncia
i les instancies, per més que la‘regla definida serveixi com &
generalitzacid—formalitzacid de totes les inmstancies.

L axiomatitzacid hilbertiana per tant no &s tan criticable per
1'4ds del construccionisme de les operacions i de la generalitzacio
fregeriana (que ho &5 també per la complicacia i 1 'artificiositat
amb gqué vesteix la teoria  numérica), com pel fet gue les
expressions generals d'unes tals ldgiques estan afectades de
contenir le seves aplicacions i de-Ffer—iiei-al les seves instancieS'”‘q
de substitucid; com pel fet que, guan Hilbert. interpreta
materialment algunes expressions, llavors uns tals axiomes
Lisi—detles seves aplicacions i e&e les seves instancies; com pel
fat, finalment, que les regles d inferéncia (el construf€cionisme)

cﬁaa—++e§—aaﬁ—a4qualsevol inferéncia paral.lela posterfior.
d SUbSu el ¥ e _— 45*&!\?\ ﬂ.lt\‘-huhs ek C-auhti-n-\?\"

El lector entendra també que la preccupacid que els sistemes
axiomatics no menin a contradiccions, que hi hagi

Widespruchsfreiheit, &s guelcom que sols es pot anar assegurant a
traves del descabdellament discursiu d'una disciplina, quelcom si
més no emparentat amb les consideracions de Hilbert sobre la
verificabilitat d'una farmula (i.e. el fet de ser wveritat) i 1la
seva falsedat 1 sobre 1la deductibilitat, sols gue la no
contradiccio d un sistema axiomatic és quelcom que es va trobant,
alhora gue gualsevel axiomatitzacid &s una manera d .anar presentant
l'estat d'una disciplina: podem tenir doncs problemes sense
resoldre, canviar les presentacions, etc., i arreu ¢s valid que no
ens interessa tant mostrar gue no ens contradim -— afer que no ens
ho ensenyara cap generalitzacid si no ho reconeixem sobre el proces
logic —— com avancgar en el descabdellament de la d15c1p1;na‘9

*¥Maigrat tot el lector de les Grundlagen der mathematik
pressenteix la grandesa del treball improbe d umrs autors gque no
defalleixen en la conviccid dels poders d ' un sistema axiomatic, amb
unes eings dolentes segons el nostre punt de. vista, 1 que so&n
capacos fing a oferir—-nos sis sistemes axiomatics em 1° assaig de
miliorar una vegada i una altra 1 abast del formalisme per a tots
la teoria numérica. Pel cap baix les Grundiaacen passen, al costat
d altres obres eminents, com un bell exponent de la persisténcia
i de |l ' esforg huma.




5 o 355

L 'axiomatitzacid d'una disciplinma matematica (si es val: el
formalisme axiomatic del tall, per exemple, del de Peano) ssdeve
doncs guelcom valid i palesa la coheréncia “femet)> del propi
estudi de la disciplina; es cert que, com veurem especialment per
al cas de la geometria i que aqui s0ls s ha apuntat,
l"axiomatitzacid no pot suplir 1 'absclut loagic del descabdellament
demgstratiu i que, enlel cas de l'iritmética, no explicitaria coses

¥ idlota Swiry Cont Cmtel . .

tan elementals com .
el motiu que ens fa acceptar les regles de multiplicar o la
naturalesa de les operacions amb gQuebrats, etc., o si més no ho
faria dificil; tammateix forma part de la filosofia i cal vaiocrar—
la com un intent d ardenacié g'alla gue hem apres. Emn qualsevol cas
la critica a d'altres formalismes axiomatics no prove del dret
indiscutible a les més diverses presentacions, sind al valor logic
doanat a una generalitzacis {d un principi, d una regla
d'infereéncia) o fins i tot a la inoportunitat d imtroduir
artificiosament nous problemes?®,

Abandonem ja aguesta breu ressenya scbre ] 'axiomatizacio
formal: ni acceptem una teoria numeérica pergue 1 axiomatitzem ni
ens interessen ara les axiomatitzacions no dirigides (que sén
sempre a posteriori de la constitucied d'una disciplima) quan encara
hem d’estudiartm%& . %lqg}s ruméric i la constitucid de les
corresponents e fac g ‘Caldra doncs tormar al terreny dels
nombres concrets, dels estructurals i dels abstractes a fi
d'albirar algun fil conductor.

—] AN EV R

“ram observar d una e+t molt sumaria gue l’'espleéndid trebail
de Gédel Uber formal unentscheidbare Satze dgr Principia
Mathematica und verwandter Systeme, tal i com el seu autor ho
defensa encertadament, val sols per als sistemes esmentats en el
titol, aixs és, sistemes gue creuen fundar (establir) el discurs
amb uns pocs axiomes i regles d'inferéncia. El teoria de Godel es
presentd com una sorpresa (i un escandol) per_a la ldogica gue
afecta una extrapglacig indefinida (servi de critica “interna»).

Feta la critica a 1 eniluernament logic i des de posiciong de
1 adguisicio d'una légica lingiistica per generalitzacis {que

defensem aquil, sembla que podriem interpretar el treball de Godel
mes aviat com una reduccic a 1 absurd que menaria a reconéixear que
@s 1mpossible dadmetre 21 punt d on arranca, aixe &s, al fet obvi
-— deixant les afeccions extrapoladores -- gque wuna instancia
definidora noc pot ser equivalent a una part de la prépis instancia
definidora, que ens trobem amb quelcom intimament relacionat amb
la paradoxa del mentider.

D'altra banda e] lector comprendra perfectament per  gusa
bandegem aqui gualsevol consideracid metamatematicas.
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en 2is nombres: elis nombres exemplars.

1. Dos qualssevol individus san equivalentsb(i.e. s6n termes
g 'una relacid), perd no necessariament iguals. ﬁﬁ nombres concrets
s0ls &5 pot assegurar la igualtat guan e¢ tracta de la reflexid
sobra ells mateixos ("dos homes son iguals a eils mateixeos™},
altrament cal que hi hagi la corresponent donacid légica {"aguestes
tres segments sdn iguals a aquells dos")i perd en principi dos
homes no sdn iguals a dos altres homes o ¢l segon home d una fila
no @s igual al segon home d 'uma altra fila*®, i més aviat hi ha en
tots aquests casecs equivaliéncias. d ' individus (si s6n nombres
concrets d'individus) o paral.lelisme d estructures (si sédn nombres
concrets estructurals). '

Pot admetre’'s facilment que no hi ha més/menvys enire nombres
concrets d ' individus en tant que tals {hi ha sempre sguivaléncia,
i de wvegades igualtat), mentre que entre nombres concrets
estructurals hi ha quantitat en tant que estudiem 1 estructura,
trobem individus i la relacid més; diem per aix® que té guantitat
allo que es pot comptar: perguée el nombre concret estructural
corresponent esdevé a partir de la resultant d un compte, mentre
Hi ha una analisi entre els membres de 1 estructura.

St
2. Els nombres concrets (estructurals), entre ekbs, s6n en
principi més grans o més petits. Per tant

3 homes > 2 homes
1 home < 2 homes.

51 comptés gossos en lloc d' homes

3 QDSsS0s > 2 gossos
1 gos < 2 goss0s,.
. ALY
Deixant doncs els nombres concrets i prenent abstrac tévs—ias
forxemwe podria escriure

3 > 2 '
1 < Z.
[P S1VL -
En la ssda que guardo er—la-—meméria les diferents formes gue he
usat com a noms i que tot plegat ha esdevingut un aprenentatge

Wohservi s adixi-mateix gue la igualtat en el fet de ser homes
es podria resoldre potser amb la identitat de 1l estructura d' hHomes.
Advertim aixi mateix gue en tota squestz seccid es considera la
identitat a la maneyra d una igualtat en especifigues circumstancies
-—- com es fa comunament -— senmse que alld rellevant per a la
identitat sigui precisament la igualtat (cf.§ 2),
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DoSSeeixa una colla de nombres fewmalds abstractes, les relacions
entre els guals seRiRcoADESREb+es vistes des d'ells mateixos.

Fewes polras Adratls de Covuprundie ‘rw.ﬁ pev da |ovuacs

D'altra banda dos nombres abstractes sén iguals gues—he--sén

("4’ &s igual a "4’ ); per a d'altres representacions grafigques (' 4°

igual a "IV’ o ‘4’ igual a2 ‘4‘) la igualtat formal estd assegurada

perque hom els pronuncia igual, per exemple. En el cas d usar

llengies diferents hom ha de saber 1 equivaléncia formal ( zwei-

és equivalent a ‘'dos’, i "dos’ és igual & ‘dos’), etc.
]

Recordem gue val per al nombre abstracte la igualtat per la
identitat.

3. En els nombres estructurals 1 afer s entén com en els
nombres concrets estructurals, respecte als quals basteixen
estructures paral.leles (:f.§ 16): e) nombre S5 és més petit gue el

B, mes gran que el 4 i igual a e++—E=fEfx, pergue

! 1,2,3,4,5 < 1,2,3,4,5,6,7,8 5<8B
1,2,3,4,5 > 1,2,3,4 >4
£,2,3,4,% = 1,2,3,4,5 5=5
aixd eés, "5" &g meés petit gque 8", &z mé&s gran que "4" i és igual

a "3" (o a ell mateix}.

D’altra banda qualsevol série té un paral.lelisme estructural
amb qualsevol altra, per exemple en

I II III Iv v VI
1 2 3 4 3 6
1 2 3 4 3 £

o la majoritat 1 la minoritat s entenen com dalt i on no ki hauria

en principi igusalitat; perdéd els nombres estructurals tenen per

elementslels nombres abstractes: alld que assegura la igualtat dels

rnombres abstractes assegura la igQualtat dels nombres estructurals.
L e Jurwes o -

t.a inclinmacid a considerar igquals dos nombres concrets — sns
referim sempre als nombres concrets estructurals —- és comprensible
quan recordem 1'us sovintejat del llenguatge com a registre i que
al cap i a la fi per a nombres més grans d unes guantes unitats la
maxima sintesi possible sdn unes guantes unitats; en les nostres
cenverses dtres homes® sOn poca cosa mé@s que “tres homes’ o
l'obvietat de repetir “un home, dos homes, tres homes . )

woks Lg %E&?ltat numérica té un suport important em la forma dels
i1 en les estructures d’ aguests
roms (Nombre estructural).
weats
4. La igualtat entre plurals nombres concrets no esta donecs
sempre garantidas: perd, d'una banda, gualsevoc! nombre concret te
una estructura paral.lela a un altre nombre concret exemplar, les
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i ha una igualtat de nombres abstractes., En efecte al nom

abstracte no 1i importa dion prové, =i d'un nombre con

2xamplar o LELruc+UﬁP£ menf e aiﬁggura AV Lina igualtat fo
-+ Lt e L) -.;-sv *m "

tant i meés quan = ‘up gqualsevol nomb

i alhora sdn #¢s gue entren en la smrig @EJ mombre estructural.
e

i

R 2 |
-

LN

i Eembla maés aviat gues nosaltres i
raguestes instanciss, mentre gue en qum;
wiglil assegursada je per la igualtat o uni
igualtst dels estructurals, iz pes la iguaita-

emplars,
abstracta.

. ovdwes . . .
2. Bi= Briimes: der da wnited: an mombre com s simple nombros o osoune
& plurald

tab do mombres: la dguelitat entre o1 nombres grans.

o+

e lms cenzideraciocnszs anteriors
aatiructural snire els nombras concre ;
mals wa pad@n referier, de MATET 3 clairs, &

: .
i vanmats

= rlla ia on
unitats d une gquants meskbres cadascuna.

glentendre parfeotament: cualoos oo

g

floaminers

linguisg

ol o e
pag-cintc)
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En aguest punt salten a la vista dues coses: de primer cue hi
ha un paral.lelisme estructural entre rengles, alhora gue
rapidament la nostra pacient investigacid per anar comptant un per
urr els punts dels rengles i els propis rengles, al marge dels
afanys per a cercar representacions grafigues escaients de laeg
formes numeriques, recau ery la conducta linglistica—
extralingiistica de 1 'obvietat gue deu unitats fan un rengle, gue
dou més fan un altre remgle, g#tc., i que deu colummes fan una pova
unitat, és a dir, 1l'obvietat de les unitats de primer ordre, de
segon ordre i de la unitat de tercer ordre. Independentment dones
queg podriem ara dibuixar mil punts (treball gque ens estalviem no
sense recanga: mai no insistirem prou gue les nostres conductes
lingdistigues—extralingldistiques ¢ sols linglistiques tenen en
1 experitétncia — tal i com diguérem a propdsit de <superar? la
finitud o la facticitat de la determinaci®d —— la seva garantia)
sens dubte arriba un moment en el gual 1 afer esdevée mera conducta
lingdistica: hom estableix gque deu unitats de tercer ordre fan una

unitat de guart ordre, stc.

Notem que el paral.lelisme estructural entre rengles és
independent del sistema posicional de 1'escriptura: pobles antics
com 1'egipci o el grec comptaven sols amb unes poques formes
numerigues, fonamentalment les de les unitats simples, les de les
desenes, les de les centenes, etc.®™ Per tant g euplicaria per gque
psdevingue imprescindible gue els pables antics tinguessin formes
oumgriques per a les unitats de diferent ordre, alhora que amb un
nombre no malt indefinit de formes pogusssin comphar un nombre molt
giIran.

D’altra banda sistemes com el sexagesimal sumeri-~babilonig
feren segurament la mateixa cosa fins a arribar a 5% (amb base 19
doncs), 1 a partir de &0 hom repetiria la representacio grafica per
& la wnitat: per tant, 1 deixant de banda la forma numérica usada
en el nombre, alternarien el paral.lelisme estructural de deqy
wnitats fins & la sisena amb un paral.lslisme estructural de &

wnitats—desena.

2., Les consideracions, molt importants, sobre les formes
lingiistiques dels nombres haurien de wvaler en principi per si
mateixes: és dificil de concebre que un hom cergués formes
numeriques mentire anomenava; més aviat =embla que els nombres
concrets haurien cedit el pas a 1 'estudi dels noms per després
retornar als afers que no ho sén. amb la qual cosa tindriem gue ol
paral.lelisme estructural entre la série de coses no numériques i

*¥Un dels millors trebxlls sobre sls diverses sistemes de
numeracid mundial i sobre els calculs amb operacions basigues és
el de Genevieve Buitel, Higtoire comparse des pumérations écrites,
que inclou estudis sobre la numeracid egQipoia, |l asterca, la gregs,
la romana, 1" hebrea, 1'etidpica, 17 arab, la =suméria i la

babildnica, ia maia, la winesa i la hindua.
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de les formes num@rigues seria un afer independent de la concepcid
de les propies formes numérigques. Aixd vol dir que mentre la
significacids numérica concreta, exemplar, estructural i abstracta,
prové de la primera consideracis, prou dels npostres caleuls
numérics tenen també en compie la segona consideracia. Una tal
ambivaléncis prove que hem hagut de cercar les formes lingdistigues
d'alld gue englaba aguella significacid numérica.

Fer a nosaltres doncs, com per'a 1 'egipei, 4set mil tres-cents
quaranta-cinc» é€s, en una accepcid, cinc unitats, guatre unitats
{(desenes), tres unitats {centenes) i set unitats (milers), que, =i
no els considerem quatre nombres abstractes, remeten sols a les
seves gstructures especifigues. Yal la pena de remarcar doncs gue
“set mil trec-cents guarant-cime» no fa, en aguesta acceapcid, un
nombre, €ind guatre nombres.

Ferd, en una altra accepcia, "7345° és el nom per a la st mil
tres-centes guaranta-cingquena unitat concreta amb 1 afeccica d unm
recompte, o per al nombre concret estructural gue recull 1’abasi
possible, tot plegat amb 1 afeccid d'un recompte. Alhora ‘7345
torna a ser el nom d'un nombre estiructural d unes pogues formes
numerigues, 1la resta remetent a 1'afeceid d'una histeria. I per
tots els camins hom pot considerar 734% com un abstracte.

Fer aixt la significacid numérica d’un nombre gran no supera
una certa inspeccid i remet la resta a 1 afeccid (a remarcar
tanmateis que dominem totes agquestes afeccions, en podem disposar),
o beé, simplement, &3 un nombre d'unitats i wun altre nombre de
desenss i un altre nombre de centenes, etc.

S. Notem que fa igualtat entre nombres esta assegurada, com
déiem, pels nombres exemplars i estructurals—abstractes.

bDes del punt de mira de la successiva enumeracid, quan anem
comptant metres sols la certesa gue totes les ynitats @xamplars son
iguals erme va certificant que tres-~cents quaranta—-cinc metres son
iguals a tres—cents quaranta-cinc altres metres. Hi ha sens dubte
un Tfactor comportamental reblat per 1 analisi de qualsevol
paral.lelisme possible d'unitats.

Amb els nombres estructurals s esdeve uma historia similar:
de bell pou el compte reiterat i les possibles iguaitats antre
trossos d'estrutura reblarien la confianca en la iqualtat de
nomibres estruturals.

El nombre abstracte, finalment, sempre ens Ryroporcicona
igusltats. :
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FPer tant la igualtalt sntre dos pombra2s girrans semnpre £s, 31 mds
e, wna igualtat entre nmnhrﬁs ahshr achtes. Ferce no hags de vebutiar
gue sigul aizxi posads, aixd fs, parclialwment respects al btot, pers
tal com &= possinble per oa 1 home, la digualtat sstruchtural o de
nombras exenplarsy, J& sigul per ouan vepas dalguna szglénoia
respectiva d'wun compte de la wvella, ja siguld per 1 anidlisi
raspechtiva fins & arribar a les seves unitabts: recordem gue
«gxactament igusl» vol dir ¢tingut per igusi?, i 85 si s8s no s2guir
gque la igualtat numerica entrs ?u4h L 7343 no se circumscriyg
éﬁTlﬂl Livament sols a la lqualtat entire ia coss 73R4T i la cosa

TYE437 .

55@. La suma, la igualtat =n la suma i les propiztats
commutativa 1 associativa.

L. Bandejsnt =ls usos com 3 mer registre sembla que soomensamn
USsuma’ 2]l pas légic des de dues parts a la sintesl corresponant,
tal i com sigui poszible per a home; i d'uns maners sspecifica
- P i ven s W sTs mumert -

2l mot 'suma’ e rasirva per 2 COsSes gue Lenen  Ses 2 HEN MOMS.
El lector advertirad faciiment gue @ hracta d un mob--Jdoguesr xglﬁﬁ,

la suma s6n en principy les 4 un gualssyvoel
iy, =i sumen

m
L
-
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a
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@l comphes o

®, =is pun%%

per tant trazs punts 1 ouatire Dunts,
tres punthe. per Cuﬁ”ﬂq{ﬁﬂt Taren guat
szt punts; hawria calau :
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HEBEN YA L, amb 1=z
Linglistics GUE muma sumar des dg L4
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ba sume doncs es wna sintesi sntre dues cosss
ATQFCIUHRJ‘ i llavors tenim gquelcom a comphar: la
zuma Tt un sl praoblsma asb =21 de comphar, n' s un
t oa provosit del compis.

tob @l gue hem o

e

oo s

Fodiriem ara dibuixar cantenars de punts 1 repetir una alira
vageds 1 ater, pard ho deixarem s2star per amoar de 1a brevetat.
Tammatzix éz important de roemarcar el caricter gxperimentsl de lez
basee de la sume abang darribsar 5 un comportament merament
abztracte: &% cert gue cadascun delz sumands és ja unae coanducta
linglistica {contéd una afeccid) no important masss gue Linguenm les
respectives sintesis d'una manera efectiva en 1 suparidéncia o NG
(o gue sigul ia un nombre mzrament abstractel, perd ia suma com &
sintasi sntre les duss coses com a tots (o les seves afeCCions) ens
fa trobar-nos de bell nouw al problema dei compte, abans gue., apresa
la conducta abstractas de 1a suma, ho fem dirsctament o sumesm 4 una
mangra abstracta nombres molis grans que a2n principi tenim per mers
apgtractes. Ara bé acceptem la suma de mers abstractes de [ ordre
‘que siguin perqud acceptem les conductes de la sums de nombres
abhetractes gqua pud@n seRguir-s2 d'una manara no ahstracte (zempre,
perd, duna manasra lingldistica), 1 pevrgud hem apres la conducta
i;nru:q+jra par  a  iBrobasy nous ordres dundtatz a2 partic de

Perperidéncis (senpre, perd, d'unas manera ingldisticasl.

En determinsr oue s suma de tres hones més g :
Momms, il ha una sintssei qua oL riom pel comphe Jde L
wunitats gua hi snslitzen, 17ditima ds (a5 guals o5

A

Fer tant, msnire estes fent la sintesi no wstem ocoupats =0
Lna relacid d7igualtat, 1 més aviat agusshtae relacid s ssdsvg 4

partier de la resuel bant.

aldria distingir donocs 21 pas cap a 1a sintesi (4% mds L fan
4n i la relacid diigualtat (o d identitati. Fsf § fet la soderna
introduccid del signe "= (5.XY¥I) no supera aguesha ambivaléncia:
@ la suns concreta

[&]

B3 ohowmas + 4 hongs = 7 ohooass

fmt e ouim L?f“ﬁ s = usa |\ e
FvmEs Do s=an 2 3 UNS 2
=rer com la identitat
no el propi des
romes’ no ho ssnbla cant@ﬁir
el Momes  smb 33

wattatbt wnh

L TaErores

Pl o

w2 RS I ST I LG

clee hrems

Mown maeint

tmaginacis

R Mmoo 4 4 Reynes = 7 homeagd
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alla com "fan® o "igual’; perd an

5
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*3 metres + 74 moatres = 7 oms

Fl

=" mat ugsar-ze com S fan’ o com Tigual’ & semblanga dels nombres
congcrets, o cem Cigual’ en LVscospcid dhaver-hii ouna resol bant (7
metres! igual & d'altres 7 anetres gualssevol. BEn efscts

A metres + 4 metres Tan 7 ometres
i 7 meEtres sHn lguals B daltres 7 ometres

Llavars 1 expressid
I meatres + 4 netres = 7 metres
pot ser tambe un mitiia d’abrewiament, com ho pot ser tambeé, per

4 metrez + 5 metres = 4 metres + 2 metres.

Tokt aixd; és clar, wval paral.l=lament per als nombres
eztructurals,

En &l Cas dels abstrachtes

e A am 7

A

pargus J-4 fan 7 oo pmrogud 7=

Motem gue agussia ambivaléEncia no &8 gens periliocosa peroud

gzhtabileis com a mauim la lapith amb
1a EEITA reprodizcgin 0, i araliment
eguivalent, la igualitst it i =
paral.lelisne d equivalent=s ent alz canri ehm, o wva banda, i
evenplars 1 =2ls &%Lruuturalag et 1 altrs {1 gue els abashez
cartifiguen igualtasts e ia B2V a orp s forma) . &
ambivaléncia &3 domnos avantatioss pergud ans permed simplif
nivell diescriphare una pluralitat de cesos (com a «€fan»?,
“m° ha imaging lgual?, com a2 488m sfectivanant i 12 ol 211
g4 altres = O R AonEeEra ook, obe, ) Tan
ariitrar

F.OEn omls sazas

T | —— o —— = L — .-
43 om@En = F O o
e v - ey . .
oA materes w7 ogpotres
- Ity
== 5
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I kRomes 4+ 4 hames
et

A metres + 4 metres 4 metres 4+ X metres

I 2n els numbres abstractes

i
3
-]

a4
4 o ‘més’ eszdevensn la seva prapia virtualitat linglistica.

4. Mo costa de wveurs gue Jla resultant de la =z=umas de dos
nombres &8s ila matelixa, independentment de 7ordre des del gual 2ls
relacionem, es tracti cie mombreas concrais. gremplars T
getructurals. Per sxomple n

" ¥ p =T a2 o &= a
T ¥

3 1. I 3
L L) L +

] 3. l 1.
1 ¥ L

16 o 3

1 1 b i 3 i 3 1
L} * L] ¥ L ¥ L2 L

on comprovem gue la linisz une, independentment dalles
i mes, 65 ‘a mateines nasaltres doncs hen  apr

Ila: EﬁF‘i"‘én ia propietat commutativa da Ia swna. ford | sypreassis
d'un tal fEL peEy omibid de

"E ohomes + 2 homes + 2 ohomes 3 hooest

"R onetroas 4+ 2 merrLf = 2 metras + 5 aetirasY

!!F{::I _-r. H-:-‘:E!! any l‘“"JH _[_ !

=

et "3 homes = § homos",. U0 mehires
whh mEs aviat com a simple igu
PonTes wn o exponent 2! propl dizmcurs

En o2l cas de no tractar-sg de la mateiss vreszuliant la
g5 mantd per als nombres exesnplars § estructurals sguivals

concrets .

L P . | ST P b . i . o [ T

Fob a&ixd wal Llanbhd per alszs nombrez abstrachess uns maiolsa
ragul tant no llevs ques 2n
T2 = 2 4 E

{omoan 8 = 3) no

T R c_tj. 'I Fg k)

f an la =
"un%;nua zegopnh

L= B Tl e Y=

«2b de man
a@imes obhhans
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nombre és igusl 4a 21) masteiu® {com a relacid establel, o és i”ual
a4 un altre agualsevol nombre sn 1° ﬁCCEpClﬁ g haver—hi

gue rzmet oa la dgualiat d'x3lld gque s imspoociona deﬁmras d’ 1aner
comptalbl  unthay Cinguades  par Aguals, per btant amb on brst
afeccival, amb 1 afeglt gue la igualtat abstracts dels nownbres
yenias 1 ater -— o remot A les igualiats d'alld gus =z pob
inspecoicnar en qual seval g:ﬁh alhora gqus hom creu gque ho podeis

anar cosmprovant en una llargas superigncias d una sdrie o d sntrae
series 1 que L& &1 darrezr nonbre com 2l d'una série que hom podria
compiar, @ho. .

séé. La resta, Fl zero.

Entre gl plurals usos del mot sembla gue anomenem resia’ el
procss 1ogic gue analitzs un tot 4 que en bEroba un 2ltre que forma
part del primer. Deg mangra especial la resta zembla uns anilisi
dTunas estructivra numérica 1 ogue considesra unae nova individuacies:
si llevem un d’aguests bres homes gueden sncarzs dos homes (la resta
Fa dos homes).

: r

AQui, com daly, "= pob inte
Tigualt, 1o®

mretsr-se oom o a Cfan’ g com &
9]

r
5 paral.leles circumstancies, aixo a3

7 howmes ~ 3 homes = 4 Momos

satre hames, o de la igualts
pazmsant als mrmmp'“’% ia
£

is d'una gualsevol igual

1'sndlisi s wssgota guan s arriba

A darrara cosa (unihatl. i

aquian desaparaix gquslaoomr fine una noneda

nt no oen tinderd ia primers

7 la =egona Rt : '

restant coam = raaultant,
HE=

%]
2n el =t de lLlevar fobs 1 sastri
&

AR

T 3

[ T
P T W
§

=
In]

- raeta &8 doncs cabdalm=Ent unas
loa, anb IMafegit gue 1dltima -

:}%?ﬂ?LJ].:a
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cap nombre concrat, Sinag =1 dibuix copvancional GQUe  USEm  (ar.
B L g

determinant, trabem guelcom on no hi ba cap home (eho. ) agul oz
determina el que s hroba, 1 &z la refl i i i fioa la gus

getarnina 'no’, ‘cap’ o 07,
L mo podad- T v e ot o R . . Lo
OF peeskand cap nombre concret no entraria en ta s&ris del
nompera eat.qchu.afﬁ D alfra banda el nom de Tnombre’  per als

[ t skt u.ou_.».‘)_\-el' . . .
abstractes prova - ' = ; en las nombres conerets o
N pul.t\rnt pae P Eaca o
patruacturals: 8 canaaguentmaﬁt no =embla sz ambrre
abstracte. Perd &s una xifras escrivim 107, gualzos pecw divers
de 0. gut f oan Sy prev

PFer tant =i no hi afegeixo cap home, s tres homes; no Gl B
sintesi més gran possible. Les dsumesy» d homes asb cap home
inciousn jocs lingldistics, perocug po bi ba una relacid no formal.
Mo cal aixi gue existeixi la suma o wn nombres abstracte 1 zero,
En conclusid a

"E ohcmes + O homes = 3 homes!
I!:_l;&l + Q i Il:gl!
Amd o o A

o hi ha sumes = imers membres, sind sols ls igualliast en la

matalida cozsa o sntre coses plurals.

o]
i
—
1t

e
7§

1. £i cadascun de guatra homes
tres swonedes del priser, amb |
gquart

in
e if)

te rzpetirem 1 oparacisd
i ha uns sguivaldnoia estre els

G e
i

I o0 O30 o Vi
L cadasso de petrostoralment osrsi. izl : Lialtrea: L hawirs
s anmmEna Tmaltioglicand sl L : ' Pl sidor
moambre de grups. 4 rzeulitant’ la sumea ,1141 Sl QW“ mritipld

Il L TALT

sems omoviesdes oer guatrs grups 1 ogue las v
o e Tan dobtze monedss) . La rapr= ¥ fies




NEM—NOS que no cal, que cada grup sigul igual a un altre e
i & m@s val agui tobt el gue digudresm =ohre
antz =0 parlar de la suma.

e I
P
)

st tuiral S

2. D2z d'upn punt  de mirs do)
multiplicacid consisteix en la suma ded ﬂULtlp!” E: ambh un nombre

estructursl igual, tantss vegadss com indica el slltiplicador; en
@l cas  de X4uIX, aixd representaria, guan ho  consideram
gstructuralment, gue sumen .

1234 1 2% 4 123 4

L2234 T & 72 A 0 R W R T
- O Ccomptem, Eimplamﬂnf 1me coses que hi ha. { Waideen e o comaln

.A\'\-J'w-\}'t Veh Cary vy w\.‘.anu.ka l-u..ur.w.ln'l

Fs A l'hora de multiplicar doncs SEAMDrS &g pah“'b.a ﬁlhhﬁ
comptas 2 ia velia, o b€ la suma reriterada TR .
bemps, arcrdumiven o omess goligre ofoeaal s simmdewa i dg o

Fers en conjunt la nostra tecnica e omult

VAo opReits dindepeEndents gl uns dels al LV’E
swéu-umq, T S
T cadasoun delys guals nods un

o o o =] e B rF Fridte. 1
A fuus el d l-'uf; — r

S E LA sitant da jom Mmultinlica

cultuwra {2l babilon:, per swenpis,
Pie pl gistsma, =i vizlew, d un guag
dez nou palets de riu, o deis FIOLEES i
maber—ho o una mansra abaet

PHan hagut 4 aprendrz per & dGE GGl ESsa w0
Guals aixd sigui possible, la oropistat
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de tal menera que copsem que un rectangla o un quadrat dg gualsavc]
dimensic sera, ahviament, iqual a =211 mafeis.

. (3) Ferd bem hagut o gorendrs aixi mateix un altre fet capital
com 25 la propietat distributiva de 1a multiplicacis apects de
la suma, aixd és, gqus

CLOESYnIR o= (10RZ2Y + {(Sx22)
A (IOLF) = (222101 + (2249}

AL i

- H 4 ¥ 4 % ¥ 3 o om T zT aa A Kk ww 3z w3 AN
4 B B ¥ ¥ 4 &2 5 ¥ X 9WE S EE N2 A T

PRI Y L X PR R e — — vy — — e s ———p
\1»31\.4-4_; '- {._',‘!}{_,-_‘?E) 4 4 % m T zakaivow owoEwET AW

Toat e s

B LT e

y q’ } f!:_‘!i-n t“"‘:"" Mamim }-ic'\{‘ 3

.§
mEr @ams 1 @oEn
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M W ® WX & E YD NN A NS &34 oEw DR MO RN K ,.I. 4 B ¥ M & 2 P 3 X H OO X QTR FE B AT F TN NN Y moT A om A S M@ R AN
# & @8 K T %o wm oD 3'8 LI N R I ) Ill T 44 4w A oWy E sy :I-! = nx "R ®AAdyEo ul- & @ % 4t oA Wow ot o oa

(813 )xB = B{I345}

on poden perilongar el rectangle tant com viguem en llargada o @n
amplada, o for la part aligquota tan gran com desitagemn.

Motem gus =z pot interpretar la proplietat azsocig
can sspecial de la propietst distributiva, FEErOug

Li

s

i3

-

Bu (135 = B{I3+{EeIT+1T+15) = (Bullie
(

(3Y Hem hagut dentsndre gue una desans, una centena, =bHo.,

Lt ey SV ST N . . R P S
— i B e e LR e SHO3 ma @ Taf e EAILEE i e ———
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S PR, AL i T g i et = F R TR SR P = 3 e =

4. Lisvors tambe podem sstabliv ol ssrcia by

11} En =! cas del producte d umitats de gquaisevsl ordre pur
rosbres petits (10ud, 100wd, ste,) hasta conptar {zumard ol fonbes
g'aitals unitats 2 ; fem ami: 21 noshre sistema
posicional g

Chivers

o2l nostr
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14%4 = {(4+10)xd = {4x8)+{10x%4)

per unitsts de

(4] En la mulitiplicacio dun nombre petit
mutativa, i.e.

qualsevizl ardre ens basam en la propietat ocon
412 = 10ug

(3} i =1 nombre petit es mditiplica per un nombes ek i b

d'unitats de gualsevol Qrdra, apliguem aiuxi mateiw la propiekat

commutativa, i.e.

A0 = 20u4

23

(0} Tambd la wsem on musltiplicar-io per un nombrao
de diferent ordre, i.e.

' C 4xi4 = 14u8

) (7)Y Guan multipl%quem la unitat de quaelsevol Sy D deu
saonsaguin la unitat deﬁéééu suparior, L.s,

e id = 100
LA = L0

{8} Fard guan aultiplicuem la unitat de gualssvol

unitat des gualsevel Gﬁf“ usem ia propletst assoclativa, L@,
YA X !

OOy lo0 = 200w {1ldul0) = {(100x10)rid = 1000x10 = 10,000

. ) . ] , . ovds
(7 Ouan multipliguem un posbre d umitats de nuslzevosl S
per 1a  wunitat de gualepvyol e umesm tambd la gronistat

azasciativa, L.e.

g_i\ojf\i'}‘i

auialsaasl e pEr urn
(9] el La sptetat

quialeewvol rombee g'unitats
commutativa, 1.2,

4 multinlicador ssssan nosbres 4 unitats de

{3230y (han i@y
multipiicar per  un
P inreves - osmecrcsEn
anmnciativa, d.2.
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B+ {02y L0

2wl

H]
ES
+

PR w0 = (ﬁ AT+ F0ud0 =
AFd = QO {4420 = gio,

{13} Finalment 2l producte de dos nombres gualssevsl (94uw558)
g% descobreix tambeé pers les tres propietats com la rezuliznt de
muitiplicar cada nombre d'unitats de qualssvol ordra del
multipliicand per cada nombre d unitatz de gualseval ordes del
multiplicadar i sumar tots els productes. Aguesta Altima &3 Kla
multiplicacid gregay dels antics: en la nostra actual  sumen
directament ies resul tants pEr  a LN mateix mEmbrea del
multiplicador. Seguint 1 euemple

24x0E = 24n(&HT0) = (283814 {24uB0) = {4 FL20xE )4+ AuRD Y+ { 20 TBG)
= {(ArdI+{{IxH)XL10YF({4xSiul 0)+\\¢h5)3190)

Fer conseglaent pobles de 1 antigor com 1l egipoi i 2] gras gue
tinqueran un sistema numéeric de bhasze deuw en tenien prouw s dominar
gls praoductes glementals, les propfeLafﬁ- Emﬂqfahxqaa E_Et.lbatzva
I assogiativa, 1 la idgica de o ? el problams es
trobav mes aviat en 21 segient fets quag 1ndﬁpmndenfmmnt dais
son%, les nostres grafies per & les unitats de difsrent ordre
igua;s @n 1'accepsid gue 20N els reros o la dretp 2ls gus :
e + ae igs unltats {(si no n'hi ha cap
si oun, de Eﬁiﬁﬂé.gﬁﬁﬁ, atc. ), 1 gus par '
teEs alementals sedeve ﬂinura g & noEalt

rafia del nombre d unitats de gqualssvol J2LE

TEITOL

i a
mentra gque on escriptures no posicionals aixdg és ime isle, i =0
aguest cas ne n'hi ha prow a entendre s! pro oducte, =ind que oal
Cerroay i gratfis quig LIS E . afer gl havia g4 aslaentir
considerablement =21 caloul. En agqueste accepcis =1 sistama
gexagesinal reprassntd un notsble aveng pzl fet gueg s alternant la
bass deu L la baszs sis per &ls succosssius  ordres diunitats,
reupessye La gratia oo la primera wunitat mo oarribar ima
despna g unitats aaiﬁigu inferior, perd ls diversa graf
i i pmw representeaven un obstacloe

1 [?

A R TR
A " St ekt s haal
Al :imquanta*nﬂu e cingquanta-neu deguaren sae

s

q



On B\nCara ssria possibly 4 anar dezcompoffnt SO
malgrat gue <l aubtomatisme? & splicer les propie .
sabar les tauvles de mulbtiplicar i la ftécnica dugui cartsment a un
mer calocul abstracte. Diagud gue. en conjunt: =i atmoom  lus
circumstancias gue Kias sabemy les taules del ixl fins als 9919, gue
dia dominem?® lez propiebtats, aquse fentenems e desenes,  les
cantares, ehc., L gue gualseveol nombre *% una conducha linglistica,
ia téonica va dezsmbocant arrew an n calaoul abstracte, malgrat gue
2n qgualssvol cas iples les seves fases sig gliin fets d° Hperiéncia,

En d'altres paraules: essent una cmnducta lingliistica des de les
seves bases, cosa que np implica que no segueixi 1 experiencia,
esdave finalment uns conducta lingldstica—abstracta capasc de
reiterar—-se d'una mansrs indefinidas l'acceptacia de guassvol
producte entre nombres enorames es basa doncs en L acceptacis d uns
tals nombrez {cf. § HY: i en 1 scceptacid de les bases de ta

multiplicscid (1 per consegilent de Ila sumsi.

P

En efecte de manera gquotidiama nosaltres ja ne sentim la
necessitat de pensar (en un sentit) la multiplicacio: ons hem aprés

la taula de mulbtiplicar des de 1w per L Fer deui oe=®n

multiplicar wun nombre per gualzsvol g d@u4 jia =1
snzidarem ambh els re = Biplicar dos
aualezevol nombros d%i AT .

1_.
il
i

I ies dgqualihats

commulativa, associabiv

r!l \..'..3.

A 1o suins.

G. La sultiplicacid no 23 mes gus
@ gue s ha Jit abans sobre iz igualtat
que el caloul nomeric ez fa
eremplars | dels nombreas ssbtructurals
dels gquals s impliquen mltuamant,

1]

Lal afegiv gque en

I3
YA ohmmes”t o2 o= 0
g =
2 ¥ ?;‘,' w iy
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(d'agui liar utilitat en ed—c=tood numériqéﬁﬂ}

7. &fegim ara un after terminoliéegi @ coanjunt ]

o3 e a
de multiplicar dos mnombres ez diu miltiple” tant de 17
1 a&lbtra: i cadascun rebrd 21 nom de “submidltbiple’ en tar
o veureml-— &z ia resulifant de dividir el miltipls p

nambre. BEs tracta dencs dyn cas de la part L el tot 44}&4’_
2l hen entds gue agqui la part minima té el pom de la unitat eniaia,

i gue ol tot és un multiple. *

_,L 2m uw athy Uag
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§48. La divisio.
1. Tenint dotze monedes tal cam
[w]w]a] Q0 [w lale} . 00

1.¢. una colla de grups on cadascun té una peculiar estructura
paral.lela a 1'altre, deiem gue anomenem ‘multiplicand’ el primer
grup, ‘multiplicador’ el mombre de grups, i ‘resultant’ el total.

Ara també podriem canviar de noms i anomenar ‘dividend-’
agquella resultant, ‘divisor’ el nombre de grups i "gquocient” el
nombre d'elements d'un grup: en efecte la divisid és en un primer
sentit 1 operacid inversa de la multiplicacid, per la qual
distribuim (repartim) un nombre concret o estructural entre una
calla de grups (estructuralment paral.lels), operacid en la qual
se cerca precisament el nombre d'elements d un grup qualsevol; aixo
es:

3 X 4 = 12
multiplicand multiplicador resultant
dividend divisor guocient

12 : 4 = 3

Per tant si tenim dotze monedes i sabem el nombre de grups
estructuralment paral.lels en els quals les volem distribuir, ia
divisi6 cercant guantes monedes hi haura en un gualsevol dels grups
(i.e2. el guocient), he de cercar agquell nombre de monedes que
multiplicat pel nombre de grups tinguli com a resultant dotze
monedes.

I tot el que s ha anat comentant a proposit qg i%"
multiplicacid a partir de nambres congcrets, estructurals i 2

val respectivament per a la divisidg—en outglgevol cas 135 de '-',z*@-

+
» S — -

2. Considerem ara que hem de repartir (distribuir) les dotze
monedes entre quatre homes 1 fem—ho & traves d'una teécnica
rudimentaria: lliurem—-ne primer una a cadascun, després fem una
segona volta, 1 veurem gue, en acabant, exhaurim les monedes en la
tercera volta. Podriem representar—-nos el comput total de monedes
tal i com bo férem més amunt, on el nombre de monedes o un
qualsevol grup es correspon amb les voltes que hem fet, pergue en
lliurem wvna a cadascun en cada volta, i on el nombre de grups es
correspon amb =1 nombre 4 homes. '

Versemblantment uns tals comptes de la wvella haurien
contribuit decididament a 1 estudi de la divisid com a operacid
inversa de la multiplitacid, perd tant les tecniques d algunes
civilitzacions prou antigues (per exemple l'egipcia} com el
tractament dels quebrats fanm albirar que ®ls quocients s entendrien
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des de molt aviat a partir d aquell nombre gque mulitiplicat pel
divisor tingués el dividend de resultant. Observi’'s si més noc que
les passes loéogigues de 1la distribucid per ipversic de la
multiplicacid i les de la distribucid pels repartiments d ' un a un
esdevenen camins particularitzadors.

3., Les certeses 1 les incerteses de la divisid sén doncs les
certeses i les incerteses de la multiplicacid; per aixd temptegem
el nombre gue multiplicat pel divisor ens lliuri el dividend per
algun métode coherent amb 1a multiplicacio,.

De fet la nostra técnica numérica de la divisid es basa a anar
trobant un reguitzell d'unitats successivament d ordre menor, el
producte de cadascuna de les guals pel divisor es resta
reiteradament del dividend mentre cadascun d’aquests productes é&s
el mas alt possible abans de sobrepassar el nombre del dividend (o
el restant que va gquedant) i mentre admetem pet—lau-icaleneia- 1a
propietat distributiva del producte respecte de la suma I gue per
tant el nombre cercat és la suma d’aquelles unitats d’ordre divers.
Valgui com a exemple

9282 34
- 6800 200
2482 70
- 2380 3
01062
- 192
000

on l'afer de la posicionalitat de les xifres (i.e.la repeticid pera

unitats de divers ordre} no esdeve cabdal.
4. Notem que la igualtat de resultants entre operacions ro
implica que no hi hagi HﬂﬂnESDECifica originalitat de ¢ada cami,

que els aprenentaitges %%:me+s amaguen. Yalgui el cas de

(9:41x5 = (BxS5):4

AL 1 2| 3 a | s & | 7 8
12 1 2 1 2 T 2 1 2
t 2 3 4 5 & 7 8 3 10

fsérie eguivalent]

B.
1,2,3.4,5,6,7,8,1,2]3,4,5,6,7,8,1,2,3,4|5,6,7,8,1,2,3,4, 5, 6

7,8,1,2,3,4,3,6,7.,8
1,2,3,4,5,6,7,8,2,10 (série eguivalent)

Dalguna manera cada cami #s un viatge lagic meravellds, que &s
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comprova quan pensem 2n nombres concrets estructuralment
eguivalents: si hom vol multiplicar per cinc les monedes resultamts
de B8:4, el primer cami imagina algunes monedes en la multiplicacids,
perd el segon representa un considerable viatge intei.lectual i

imaginari.
Segqueixi =1 lector amb nombres exemplars:

Sx(B8:4) = (S5x8):4
(12:2¥Ix(56:3) = {(12%6):1(2x3)
15:(18:46) = (15x46):18
(12:2)33 = 12:(2%3) N
(6:12)3(9:3) = (6xT):(2xF}.

La igualtat de resultants, perd la diversitat légica de
camins, palesa que les regles dels productes i de les divisions
entre nombres enters I divisions, de les dividions entre divisions
i1 dels productes de divisions sén fruit de 1 experiéncia numerica.

§ 4%. E1s nombres fraccionaris.

l. En trossejar un pastis en tres trossos tenim d'una banda
I 'egquivaleéncia entre el pastis com un tot i un qgualsevol dels
trossos; d'altra banda el pastis és igual als tres trossos, aixd
és
l pastis é¢s eguivalent a 1 tros
1 pastis é&s igual a 3 trossos

Ara bé els homes fem pastissos, ens en regalem, en camprem,
en venem, etc., pern els nostres forns no fan pas parts de
pastissos ni és possible de trobar una part que abans no hagués
estat una part de tot el pastis; el mateix us del mot “part’ supcsa
sovint gue se l'acompanyi d’un mot per a la unitat anterior d’on
¢s, com a nova unitat, uma part. Certament tot aix® que es diu degl
pastis val per a les unitats de mesura gue usem socialment, gue
creiem interessants, que sOn dtils, ete.i hi ha unitats que hem
privilegiat, l analisi de les quals 1liura Ypartsr: la
circumstancia de posar nous noms a les parts unitaries en paless
les preferencies. .

Aixi hom usa "1/3 de pastis’ en lloc de "1 tros de pastis’,
de tal man@ra que en la segona unitat usem "'2/3° i en la tercera
‘3/3°. No es tracta doncs primerament d una relacid entre dos
nombres, sind d'un nou nom per & la uwunitat. Tanmateix el nou nom
tambe es mnemonic perque resulta de l'efectiu trossejament de la
unitat preferent, d haver comptat les noves parts (3I) i de
prendre’'n una (1/3), dues © la segona (2/3), tres o la tercers
(3/3): el trossejament de 1 individu anterior de referéncia i el
seu recompte son pressupdsitéde 1 us dels nous noms.
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Alhora, mentre trobem indubtablement ia significacid
linguistica corresponent en 1'dUs d’uns tals noms, i més no en els
afers ostensius hi ha de fet cabdalment la determipacic de les
noves unitats ("1/3 de pastis” és una unitat).

t-lavors

1 pastis és equivalent a i/3
1l pastis no és igual a 1/3
l pastis &8 igual a 3I/3

lLa darrera igualtat, com sempre, ¢z en la mateixa cosa, on 3735 és
un nombre concret, sintesi de les diferents parts, malgrat que la
mantenim aqui com una simple igualtat (o, naturalment, pot tractar—
s& d'una igualtat entre dues qualssevol coses).

2. Les fraccions © els quebrats sén nombres els noms dels
quals s’'escullen a patir del trossejament d'un model gue rep el nom
preferencial 4’ ‘unitat’ #, '

La problematica dels guebrats esdeve per coansegtlent aliena
als nombres estiructurals; pera, COm Sempre, els nombres
estructurals poden jugar amb 1 equivaléncia de les noves parts: les
correspondéncies entre la unitat modélica i els nombres gquebrats
tenen paral.lels estructurals amb les correspondencies entre 1 nom
de la unitat abstracta i wna série sstructural corresponent.

’mtompari’s per exemple amb la seglent nocio de guabrats; KWe
shall define the fraction m/m _as beinag that relation which holds
between two inductive nupbers x,y when  sxn=vm. This definition
enables us to prove that m/n is a one—one relation, provided
neither m or n _is rero. And of cowrse n/m is the converse relation

to m/n.
From_ the asbove definition it is clear that the fraction m/l

is that relation between twg integers u and v which consiste in the
Tact that x=my. This relation, like the relation +m,_ 18 by no means
capable of being identified with the inductive Cardinal oumber m.

because a relation and a class of crlasses ars obiects of utterly
different kinds®»., i afegeix: en nota: «of course in wractice we
shall continue to speak of a fraction as (say) areater or leco than
1, meaning greater or less than the relatio 1/1. So long as it is
wnderstood that the relatioc 171 and the cardinal number 1 ares
giftferent, it is not necessary to be always pedantic in empghazising
the difference» (B.Russell, Introducion to mathematical philosaphy.,
pags.&4—-63), on sembla gue el nombre fracciomari propiament no
existeix i per tant una tal nocid anirvia en contra de la historia
dels nombres. lLa definicid del rnombre natural com a classe de
classes i la volunitat de deduir les consideracions pumariques de
1"aparell lagic segurament tendeixen a fer malinterpretar els
altres nombres: no negariem pas la presentacio d una gualseval menx
de nombres, sind que sixd substituis els motius {histérics -i
individuals) de llur acceptacio,
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Tracztant-se d'un canvi de noms, 'esstudi memdcic de  les
lan urniditsdh dels

fracoions s exerceiy sobhretot aob nosbhres axemplars {1s
quals ha de poder trosssiar-se: per exsaple segments) 1 ambh nombres

ta btonan

3
sstructurals 1 ahetractes) qualssevol altres nosbres conore
: trocittral amb els uns 1 els altroes.

. El lector entendrd que

1 = 3 4 = & 2.
5 A x4 3 = 3

es una seris nungrics amb hase deu com gqualsevol aitra, on val allae
que diguerem mes amunt sobre els nomiblres grans; aluqd ea, 2] canvi
de noms per a les wunitats ("un terg’ am lloe d°'u’, ‘doz torgos”
en lloc de 'dos’, oto.) no té cap importamcia. Fer bant X542 775N

0 &= ede—ome—ee 10ltima unitat concreta, ete., o 3IZE7E sd4n guatre
nombres, les unitats de primer graw, les ds sﬁgmn grav, =tc., i
totes lgs operacions {(suma, resta, multinlicacid i divizid) sntre
aguestes unitats =6n simplenent leos uyermCAQna amiy das nanbres

oualzssval . En donarem, perd, unes nobze mos avall. per & major
sclarimeni.

L Adonsm-nas o Hels nombrs
fracoisnaris +wé un aftsr tdsmren,  Segu
1Vexemple dels toroos, gus I s unma sim
unitaty; es bracta gue el riz s la
entera 2 de base tres unitats fracoiongs A ainm gz, mentre la
sidrie fraccliondrias i 1a w3 de hags dau, 2l pas de
ITuns & 1 '2ifra #z de bhase

Fer aixd L 175 pot ser oon T o 18 Yo

a resuitant g'un compte conc vtambd com a

\
dos nombye 25, talment com 13.

Lo

i"ﬁc:i_




. . 140

5. L'afer de la igualtat (o de la identitat) entre dos ndmbres
fraccionaris es fonamenta, per raons oOobvies, en els nombres
concrets—-exsmplars, 1 precisament en 1a e gque e1s nombres
fraccionaris sdn proms—poer—a—ara sintesif Obsdvi’' s

3 172 L .

I { -

1 2/:4 1 1 Iy

L) L T L4 ¥

.l 1 3/6 1 I'._ L 'l i

L [ 4/.8 1 i Il 1

r r T d L L} *

F 2410 $ } 4 ’ ¥ {

etc.

1 t + + i }
S/9

} } 1 3 L 1' I' } 4 ! }
&/710

} " $ ' N L i 1 ! 3 i A 1 $ 1
/13

—_— b
12720

i M $ + " $ 2 1 L L L 3 : N ¥ 3 " [ 3 } 3 I =
15/29

etc. .._.._' T)t cui\‘av -M'I\fut..i‘um T

on tenim d'una da les igualtats de les sintesis corresponents,

daltra un exg@rcici més de nombres (i.e.de nombres naturals) amb
el recordatori de la corresponent unitat entera de referéncia. Perd
el leciar observarad gque l'exercicl numéric té agui una baze en una
-¢¢g¢zﬁfza~4—aqu4¥a+éae§a: en el primer exemple el segment teé dues
parts iguals, cadascuna essent una unitat (1/2); uma nova particid
mante una estructura de subparts paral.lela en 1'un 1 en 1 altre
semisegment: en d'altres paraules, la relacidé entre 1 un
semisegment i els dos semisegments es va manten1nt . per als nous
noms del semisegment 1 dels dos semisegments, pe%qué—;empre comptem
ur nombre doble de subparts del tot respecte gdel semisegment, cosa
que s anomena multiplicar per dos £] nombre de subparts del primer
segment; 1 precisament el nom del nombre de subparts del
semisegment o= refereix a una tal resultant del tot, i

Fins_ aqui 1l 'afer &8s manté en_la logica & la posicionalitat
{dmb leg gorresponénts) afeccio puUMmer igqués) jia diduere due
laprengntalge de Ya muldiplicaclid entre nogbres petits pressupdsa
und bigtdria indifidual A0 colflectiva) pogsiciofal fambli afecdid
coryregponent) 1 Singulars\calguls per\equivalencia/i(cf. & 44), aup
@s P llonga amtd 1 'estudi dg Va multipliciAcid per squivalends entie
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g#ale doncs una exempliTicacia d@ uﬂmptar dues vegades W nominse

Igual de paris, 2xercici gue s’ incarding en =2is altres srevrcicis
numarics (amb fraccions o sense) i e2n 21 dominit d=lz nonbres.

21 haguéssim partit =21 sesgment inicial en bres btrogzos,
Liavers la relacicd dels nombres de la part (L7231 del tot (3/7%)
seria la que brolla del nombre de subparts del terg del segmenit amb

ted}

un nombre tres veg adea- mEs gran, satc., eeeball—aesdodional o
YT V- , m . L' afer abastant també &) cag dg parbis-
el zegment en guabtre. en cinc. etc., arribem a la regla {Feemsl
zgglient, resultant del domind numeric {observi’'s gue s hi dnvearteix
L'oardre léegic de multiplicands i de muitiplicadors): ]
multipliguem 21 numerador gue &s wna wuniitst i el denominador dun
fracicd per un mateix nombre la fraccid és igual (o idéntica).

Er 21 sggon exemple =1 =zegment tenia cinc parte iguals 1 en
pranem tres (375} la nova particid santindrad wunae estruchura de
subpartes paral.lsla ontre dos gqualssevol cinguens; la relacid entre
@ls tres cinguens (3/8) i el tob (5/3) o5 msntindrid per als nous
noms dels fres cinguens 1 dels cinc cinguens pergué senbre hauren
de comptar un nombre Lripls de subparts respechte dal pomhie
subparts de la cinguena part (LS3) davert d'un nombrs
subparts respact? del nombre de subpartz de fa cingquens
cpetee o anoena auitdiplicar poy tras 1 opar cing, respectiv :
nombire de subparts dun cingudss 1 precisament 20 nom del ﬂJth
zubparts dels tres cinguens 2 refeorelix 22 nombre de fubparts del

tot.

gy

-

& H oper & d'altres casoz, ls generalitrzacis i la
formalitzasid corresponent (a mes del domini mundric); dusn & la
£ Lpligues numerador 1 dencominadors d'uns fracois pers

fa fracocit $s igual (o iddntica)™,
m ot e digoasktat de fraccions zolz 2 dota proogiasent
s {puamplars), 1 gqus 1ca “1r E;“aﬂwut% wesk i es

omizres abstractes o di alae per aguealls

aatructuuqu I @l
identitat o igualt
d. Lin dels orot t G Locler la reEsta de fracolions o
tiroba a sabe drunitat saxemplar ngs L.
255 - pErd ,': = bt el TR L unitats, @l ssu nom o ot gee
ni 253 Rk 255 ’
Diaoai gue cai i la

S[UMST—LE8%, L.%9.

% lopssls

T3 e
. ﬂxi)h
; THa?
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on cal doncs, de manera preévia, la cerca de la primera igualtat:

peE—aTt Comn AtuaplPlt 2w
2/6 + 1746 = 3/6

Vo ! )-1.,‘]‘ Pricdtt Eav-tvies uc.;@t“‘gus. . .

El Jlector podra extreure facilment com aconseguim comuns
demnominadors i les regles de la suma, com sigul que la suma de
fracciong amb igual denominador é&s ben bé el mateix afer que la
suma entre dos nombres enters qualssevol.

: S multiplica®~dna
consisteix a sumar tantes

Vgl -l b b =
fraccid per un nombre no fracciornari
vegades la fraccid com diu el nombre:

2/3 x 4 és com 2/3 + 2/3 + 2/3 + 2/3, que fa 8/3%
2/3 »x 1 fTa 2/3

raonant tal i .com ho férem en parlar de la multiplicacia. Redem

reeuldan s, — q.
. O\JE“ mulhpu"‘-“‘.‘!
8. £n el cas dua-praducte d una fraccid per una altra fraceocio
cal atendre &l fet gue el nombre n/n correspon justament a les
unitats del multiplicand, i.e.

2’3 x n/in fa 2Z2/3

perqué “n/n¥ assenyala que scls he d'agafar una vegada 2/3; per
tant en multiplicar 2/3 per 1i/6 totes les unitats de &/&
corresponen a 2/3: 2/3 és la unitat referent per al nou calcul, i
1/6 é3 la part gque se cerca d aguesta unitat, Llavors es tracta de
buscar una nova unitat fraccionaria amb la qual anomenar la
quantitat que se cerca. L operagio demana, com abans, cque es faci
una nova particid:

PR, -,

e
¢

s
e

[
2/3 1/3
ey

/6 de 2/3

Ha calaut e}l temptein experimental per a descobrir la guantitat que
entra en 1/6 de la fraccid 2/3. Perd &l nom per a la part 1/6 de
2/3 és -~ el segmant considerat com la unitat -- ge'1/9"

Si haguéssim partit ¢cada unitat 1/3 en & unitats, aixe eés

— e .,

b

et
1/6 de 2/3

i
[y
.
{a

27

[
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llavors les 2/3 unitats serien iguals & 12/18, i caldria sols
prendreflna sisena part (o dividir per sis), aixd é&s, 2718, igual,
és clar, a 1’ antericr 1/9.

Wy Aqugst segon cami te la sort de simplificar ! aprenentatge dell.
mﬁﬁnﬁt@%é& d'una fraccié per wuna unitat fracciomaria: basta
multiplicar els dos denominadors, i conservar el numerador del
multiplicand. Per tant

»
p/q . i/m fa p/g.m

la igualtat .
p/a¢ . l/m = p/gG.m

t_ca-se-t

et resut Ean

P laet | Coca aedprd y AVEVE, ki chun che ‘m 22

El lector podrd observar gue si 21 nombre d'unitats
fraccionaries del multiplicand és un miltiple del nombred d'unitats
fraccionaries de la unitat entera del multiplicador bastara
digtribuir les wunitats del multiplicand entre les unitats
fraccionaries de la wunitat entera del multiplicador.

Si la fraccid wmultiplicadora ng té& per numerador la unitat,
llavers p/q . 1/m fa p/g.m, aixéd és, hi ha p/g.m wunitats
fraceionaries tingudes en cOmpte per cada unitat fraccionaria del
multiplicad®$ llavors si n'hi ha n en el multiplicador, hi haura
n grups de p/g.m, aixd &s, llur producte; si 2/3 . 5/6&

P e

——be—— e
/18 y P
1¢/s18

] i i 1 ]
T ¥ |

1
e

i

i com sempre es poden anar repetint exemples posiesiemals amb
particions, divisions i multiplicsacions, fins arribar aparticions
hﬂ&gfﬁ&F*EQ?‘aL5—Eéﬁqﬁ+3FE—Eé4EH+5—ﬁEF*EﬁH§¥&%Qn¥ST—?éET‘"i a la
tecnica simplificada de 1 aprenentatge i al calcul ?2&2&&‘

d'on tenim

p/q . 2/5 fa E'Q/q’f — Slalsev veve Thm&J

E—tector—podra. tambd ohservar; que si el nombre d'unitats
tfraccionaries del multiplicand és un multiple del nombre d unitats
fraccionaries de la unitat entera del multiplicader n°'hi ha prou
& distribuir les unitats del multiplicand entre les unitats
fraccionaries de la unitat entera del multiplicador 1 de repetir
tantes vegades ila resultant com unitats fraccionaries hi ha en et
multiplicador. : '

B —S spotg ShV2 ~lf€igne L= ot us s em——fa——ar=g

e Pera T"‘ r— —en e e “ : -.-_T e =tque—no

|\I..‘D -J“; l‘M.L&.\.-l )u_,l" Mt Lt 1 "’-nl LA.AJ".) | PRy tl-.-q.d .:-.I.)-hugl-q [ T 1=.Lr uau—k)ud

AX2ua plavy 3 wisua T P T PR TR qL)'—"mJM' )= P P"’J"'; .'ml'-equ_i‘uv-xt
5

'*"qu-& cA hn..” c,l1 [V ,Jd'if\-q Loamn ',

—— i
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{Entenem la multiplicacid d'un nombre enter per una fraccid:
quan el primer és un midltiple del nombre d'unitats fraccionaries
de i1a unitat entera del multiplicador es distribueixen les unitats
enteres entre les unitats fraccionmaries de la unitat entera del
multiplicaddri es repeteix tantes vegades la resultant com unitats
fraccionaries hi ha en el multiplicador. Si agquest no &s el cas,
Havors pere exempleqﬁgﬁ multiplicar 4 per 1/6, les guatre unitats
corresponen al nombre br/bt 1" afer demana préviament la
giscrifi-nat-ird-—-te—a—raabitatd -~ gn les quatre unitats no n hi ha
sis (&6/6) —— per tant he de canviar d'unitats rnumériques, per
example dic que hi ha, per un treball de sarticio, 12/3 o 24/6, i
llavors la distribucid és facil: si &1 nombre &/6 correspon a les
4 unitats (ara 12/3 o 24/6 unitats), llavors 2/3 (o 4/6) sén les
unitats del wmultiplicand que corresponen a la unitat 1/6 del
multiplicador; si el multiplicader faos 2/4, llavers hauria de
considerar—-se un nombre doble, etc.).

. 7. La divisi&é amb fraccions wve definida a partir de 1a
multiplicacid i com a operacid inversa! la divisid de 2/3 entre 4
te com a quocient aguell nombre que multiplicat per 4 fa 2/3, aixd

es
X.4 = 2/3

llavars cerguem un nombre que multiplicat per 4 sigui igual a 2/3:
obviament es tracta d’'un nombre fraccionari, alhora que hem de
convertir el nom de la resultant 2/3 per tal que pugui ser un
miltiple de gquatre; escollim per exemple 4/&, i llavors el nambre
cercat sera 1/6, 0 escollim 8712, i liavors 21 nombre cercat sera
2712, etc. En tots els cascs., havent apraés a multiplicar enters
i fraccions per enters, ]l experiéncia numérica ens va assenvalant
el cami de la regla €fosesl: per a dividir una fraccid per un nombre
enter basta multiplicar el denominador pel nombre, i deixar el
mateix numerador.

Paral,lelament la divisid entre un nombre fracciomsari i un
altre nombre fraccionari té per quocient un nombre que multiplicat
pel divisor faci el dividend: tenint a dividir per exemple 374
entre 172, el quocient cercat fa que

x.1/2 = 3/4

on 3/4 és el nombre d'unitats fraccionaries del multiplicand que
corresponen a la unitat 1/2, per tant el multiplicand 2n tenia &/4
(que correspon a 2/2). En el cas de dividir 374 per 2/5, llavors

%.2/5 = 3/4
on 3/4 @2s el nombre d'unitats fraccioniries del multiplicand gue
corresponen a 2Z2/3; perd les tres unitats de 374 no sén multiples
de les dues de 2/5: cal reconvertir eb-mem—de 3/4 a, per exemple,
&/8; tornem—hi: 6/8 és el nombre d unitats fraccionaries del
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mualiiplicand qum torrgsponen s 240, per bant S8 Sz o2 nombes

g unitats Traccionaries del multiplicand gus corresoonen a cada

wnitat {(1/73) del muitiplicador, per htant 2l multiplicand b 1378
¥ 1

unitats. L expsriencia numérica #ns va azsenvalant @l camd d uns
renlar per a dividir une fracoid per una fraccis basta smultinlicar
2i numsrador del malt icand pel denominador deld wultiﬁliaador i
el danominader del multipilicand pel numerador del muelitiplicador,
la primers rzsultant com & now numerador, la segona Com a8 fou

denominador {(i.e. mueltiplicar la primera per la inversa odg ia
SEGOMNAL
[ 3

Si wal Fimalment dividir uwn nombre enter per un nonbre

]

fraccionari, per exemple 7 sntra 1/%, llavors

K.ls2 = 2
o les dues unitats son 21 nombre d unitats del multiplicador gus
coarrgsponen & la unitat 1/ per tani tot el mu1f3p11Cdda, tindra

-
‘=N
quatire unitats; =i @3 tracta de dividir 2 sntre 3 2y llavors

IR = R

r
b
et

on les duss itats Ccorrgeponsn A les
mulitiolicador, oerd 2 no @ cap mn;tiﬁle de
dil canwi fom paer e la resulta
i liavors AJ? nﬁn
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1ids
1 @ & = 174 (174 .4 = 1} (]
T X o= w/3 (2/F .3 = 2) 12}
7 : 8 = F/5 {775 .% = 73} £3)

igualtat JTormal que s entan pel Tebt gue (1! cerguesn un nombre aus
mualbtiplicat per wn enter {el sultiplicador) faci la unitat: per
tant aguall nombre £z una unitat fracoiondria gue T8 com a refarsnd
uma unitat entera amb tantss unitats fracciondrise com upitats
gnteres té el muitiglicador: (2} cergueamn un nombre gue multlnlzcnr
car un enter {21 multinlicador) faci un altre nombre anter: csssnl
la resultant menor gque el mulitiplicador el nombre gus :erquam s
una fracoid; pera llavers hes de convertir el nom de ia resultant
‘R - & un nom fracceionlri gue te com a referent wuna umitat
gnterra ambh trez partsy; llavors 2 &5 igual a &/3, 1L cergues un
nombrg que multiplicat per I facl &/73:. cbhbitenint 2/3: {(3) si 13
resultant del products 25 un nombre més gran gus =1 multiplicador,
pErd no nés cap maltiple, llavors operem com en 2l cas anterioe.

rohant gl paral.leli=zme farmal entre divisions i1 fracoions
s acondusix de cap de les maneres a una obvietat,

divisions menin a fTracoions

li. A la circumstancia gue I
formalment iguals cal ategir 1'assimilacid de les formalti
o ooarasicns snh divisions i d operscions amb fraccoions ’r+,s
munt 4,§ﬂ? punts V-9 ,10i-17), per tant s poden n+311r Arou

ines regles per a totes lss oper i
totes les operacions ambk fracoionsg
: i fracoions ES

FRSracions amb

T e,
&
™

- de Traccions sha sumar ®ls numeradors guan
dernaming iguta s ! i fan. &ixd wval també
mET @ grire i momEradors ;

gdenominadors




=~ &n la divigid de divisions {0 de Traccions) multipligusm 2
primer dividend {0 numersdor per al segon divigaor {o denominador
sar oA brobar el now dividend {0 numzrador), =21 producie dels altre
dos termes fent &1 non divisor (o denoninadorg .

I i eetat 80 defini: Ieyperidancia la gue 2ns hi confirma.

12, Fiwem-nos gue hom poi perdrse els btrefis no serament
limgudistics de! calcul de fTraccions pels mateixos mohius gue 1
perd en els nombres enters: en corjunt pergud ja doenines =
riomizres abstractes, les sumes abstractes, els productss abstraches
i les divisians ahstractes, & a dir, pergud tenim ja unes tals
condfutes linglistigues; fet i fet presantem =1 calicul de fraccions
des d uns tals supdsits, altrament hauries de recomencar por 2 cada
fraccio i operacid tot =1 gue digugrem & proposit del cospte
d enterys, de la suma d'enters i de la multiplicacis fins arribar
& la prapia sonducta abstracts de les respectives operacions {1 de
les seves inpverses). la novetsl no raw aguidoncs a trobar nombres
molt grams (perd en principi amb una unitat simple %E&Eﬁa;, ni oen
jes operacions abstractes hasigues, sind a_aprendrs a resoldre

o
&1

[

a’una manpra sbstracta (i =n acabant a través diuna reglal nous
probismes  qug  son de 1edpsriéncia tenint sn compte neEm
agauirit ja une conducta lingdistica, iz nous problemes en ofecie
2z deriven gue no sols: hi he 1 afecoid numdrica guotidias =i
Gua = 'hi dnmclouw 1afeccid 47 Faferent (1 entari, al
pariim o aplaguem) parts i gue podria significar

ia multiplicacid o un nombre

Lo . - g 0 .
2iglli curins d anot

wrduetae de partir una pard
part {o d'unes parls) per un
pravie particid ~~ la podem
Llduwrar—-r - nambii-er absbrac
deta per la pripia saperidnecis
nooaan meransnt o una conducts
con el fet d'un nombre woelt gram, i
Taxtracrdingri, sind nqus 5 incardinas e
Pesnss Gus | wismenths,
SGN EMpressius, 4L que i
a PmEs gue podan vaure o oue =i
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tenis ia unitat entera, per tant deuw grups de deuw, o@r tant allds

aque Jjo anomeno whna centena (suma gue tambeé anomenem multiplicesr deau
per deul. etc., en tols els cascs arribant & wn caloul amb TMoamhres
shstractes, montre oue en cada cas la série numerica dels nombres
fracoionaris seria 12 sérle qus sempirs Uso. '

2. Les fracocions ambh on referent modelic gue contg deuw unitsts
ne presentsn cap novetat reszpecte a les altres fracoions psl gue
fa a la copversids a o altres accions iguals 1 & lsgs cperacicons
entre enters i fraccions i entre fraccions, i per aixd reaetem el
lector a la seccid prenegent.

=1
T

L]

(.a novetat estreba en la circumsténcia gque, partint del nostrs
cas de ta wnitat 1710, en arribar a ls desenpa unitat fraccionaria,
on cal prendre ls grafia d'una nova unitat perque trebaliem amb
basze deu, precisament =n aguest punt hi ha la coincidéncis gue 2!
canvi a una unitat de grup supsrior peot ser considerat ol fet gue
hom cop=a de bell now la unitat modélica, pergue, press 1a COsSs
exemplarment, s acomplex la igualtat de

1o/ o= 1

on la pluralitat de noms no canvia la na
la siganificacic s.r‘iuuﬂ%’t.s."e}; falt 2

o' experiencia tal 1 com hem anait enbtsnent
sam & quelocon gue inspeccionem o Endg  mas
denes gque ta particis diuna unitat entear

de dzu parbts grnters, va sod

S EILG B b dew parts sdn enas unitat
araba essenh Vingitistios sbsitracha,
wardina &n 21 racbs dels nopbrss. Far

sede i &Par atamemt l’exﬁerién:ia

=1 Aomici de la ig £ -
sena o unitats fracoigndries, i el domind apstracte

;ﬁ dun & ia ciyeducha linglistica gue ohi na tantez unita

mom desenes en ! nonbrs fracolonaris

.. k& rai

minquant&wdua%
1 duss unitats

Dine iRt
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Faral.lelament, 1 jea an plena conducta linglisbtics Dassda an
domint de la reliacid snire les parts 1 la unitat entera, de les
alacions entira eﬁtru:ture5¢ i en £l domini de com bastiam lzs
itats d ordre superior 1 de la snultiplicacid abstracta, L centena
20 1o dezsensz, 5 centenss zdon 30 desenes, ebc., 1 @miler =dn 10
centenes,. eto.. por tant

/10 o 0,5

B/ 10 . pe
S00G/10 &0
ZO00/ L0 iale;
.
ete .,

on canstaten ja una reglar per a passar del pombre fraccionari amb
un refersnt anter gue té deu parts, al nomiire enter basts prendre
2]l nombre de desenes com &1 nombre dunitats entersg, 2] nombre d=
cantenaes cam &1 nombre de desenes en el noshre de les unitahs
enteres, ¢! nombre de smilers con el noobre de centenaz 2n e nombre
gde les unitats snteres, eic.

) §i tenim &1 nombre I5Z0/10, llavorzs el nombre d unitatbs
enteras zera 3&2; =i 2&62371C, llavors 362 1 3710 ¢ 0,9, que podem
escritare 243,593 p@* Aivd la regla ons dio gue ger 3 pazzsar del
nombre fracoionari amnb wn referent enter gque 2 den partes (i.e.dz
Ta fracocld decimal) &1 sombre enter o decimal b“wha corre la cona
urn lloo a 1'esgusrra, amb 21 ben entés gque J34Z0/19 correspon

Lievors a 3&Z,0.

3. Tarpant ara & 1Ia nm%*rm perticid de  Ccads uwnitat
fracolonaria en dew brossos & i 4 aconseguir la unitat 17100, =0

agiest cas
Iosron = 1

afar gue ancara podl no ser una mera conducta lingllistica, ailxg os,
tenir una sxemplaritat, 1 liavors raocnariem com dalits o i

Radrd teantes unitats entares com centenars en el nombre de 1
unitats fracoiaondrissy perd =23 n hi ba milers bi baurd dey unitats
stttergs (gue @2 wna desenal per cada miler o unita :
Lohi haurd tantess desenes an el nombres de les

el =1 Sonbyer e ies  wunitais fracoi
ntant &l nombre d'unitats fracoioeniries gus
U a 13 plags desprds od una acmaq
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4 A'J\:q. wdbn vrauery Addawr ]fr

enterezs 7R3 {la Igualtat saeria un simple afer de nombres gira
i al nignbre 7205247000 serd 2l nombre diunitats enteres 7935
24710408 o 9,34, gue podem F-ﬁrEEﬁﬂtag-#ﬁV 785,324, Per aixé la ragla
diu gue per & passar d'unitats fraccion&ries a wunitats an =
& fombres decimals basta corrg la coma dues pDElClUﬂE AR R

I esguerra.

£, fBuan la unitat sntera b wil unita
= mpgur gue dja as fracita duna conducta
123, on
L= 1000/1000

reflectelid més aviat 2l nostre saiber lingldstic gue, guan numerador
i pumerador sén jguals, zom o sn la wunitat enitera, i oon Ja

nsideram, quasi per imitacid dels calculs antericrs, que els
milers del nombre de les unitats fracciondries =sorn les unitats
enteras, 2tc.; que 21 nomibre J47/1000 pot repressntar—se tambe amb
ia qrafia‘&izl : etc.. i que per tant la ragla fa: peEr a passar
Vexpressid fracciondvria d'un nombre quabrat a 1l expressid del
nombre snter o decimal corresponent, la wunitat entera tesint mil
wniftats fracolensries, basta gorrsr la coma  tres llocs &
I esquerra, who.

L fanrs dones ens fa nonslocurs lz regls gue per &
passar o decimal o wun nombire rer la
coma barnts LSCE Tap & 1 Esguerra mer

i Dordre, 1ocom FAcilmentd
& PSS c’ nombre decimal & una

Fard tambi val 1a pena o scocentuar
rases per al canvi de fraccions decimals
s broben en i’exwewiéﬁciaﬂ 241 i
conduc iy i ]

=t
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1 r 1“ é“) oz

1710 = L0000 = Lons 100
e, eto.

Aguz alhora concorda amb la regia que multiplicant numerador

] 4
danominador per wun aafeix nonbre;, 1a 4?@;%1@ e
concorda amb la lecturs, segons diversog rnombres, o
wu_érica de mEgs Jd una #iftra, aixdg =2a, 9, *54 pot ssr 3
Lim o s 1 abhgitracte; pard gat =@ :Qnsmderaf con dos nonbres .,

@1 5 i alhora podem considerar Q.254 com Lres nombres a
partir s _ de les umitata {iefge Q@005 Q0BG S,004 o
i - . _— PR P . . N :

EO0/L000, [OSIG00, 471000} perd per 1z ddentitat dels diferants

ardires odiunitats fracciondries amhb L& el tat jenters
corresponent), també pot ser traﬁt&t cam Lagrupament dels tres
nombres 2710, S/100, 471000; d'alira Dandz tambhe 8 hi wvalen ols

agrupamnents 287100, 4710300 o 2719, 3471000,

d. £z bo de veure gue eg mantenen els paral.lelismes formals
entre les divisions per dew, vitc., 1 les Tracciocns decimsls {(of.
£4F punt 10).

ax Lap e LGP

7. Latsr saad rellevant de les fracoions decimals raw
a poder—les btractar, a 1'hora de les operacions, btal 1 com krachten
@ls nombres enters, i daqui gue 1edpressid decinal o prefereixd
@GN OEron CEaEos.

B ghmals s
de dos ia =ola nota gue cal saber
perin orces te & p la primers sifra a ia dratas
e la coma raprasenta la2s dicinegs (partsi, 1a segons les centesiags
(parisl, ato., la primesra 2 1 esgquerra de i
enlterss, la ssgona las dessoes; sto., mentre
son unitats enteres.

1w danana
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4873 w ThHED fa  17.A83,.525

ATV I 3 1) 10, s
ilavors

1768,3425 1 36,65 fa 48,25
3

L7 e e o .
17.587%,.58580 s EHEET Ta

de fraccions ja ens donaris

L7 ART A5 100

LG O00KE, 5en .
. _

que, perouna conversid (aplegasnt wnitats) faria eguella resultant,
el cami més fécxl‘s es ftroba a congiderar el dividend com un nombres
d'unitats entsras i el divisor com un nombre d unitats enteres,
talment gue, en scebar, correm a 1 gsquerra Ia coms tants 1locs com
lloms indiqui la diferéncia de xifres decimals del dividend i del
ﬂlvzﬁmr.

¢ En el cas qie el dividend no tingul cap ifra decimal o
afegir-hi tants rercs com xifres decimals tingui =] diviszor,
g8 tracta d'un problama de la propia remressnitscid dolon
dacimal, aiuvd sz '

drimid .18 fa 1384

s de

i el di
ati q*rom tante

divigor, Ilavors

12, Adonem-nos que, en dividir duss
cergusmn s Trazold gue multiplicads per
o podesn partic csda uwitat 2 den Lrozsos,
cas no Line cap nombre dec
s e principd la o
gs tracta dg trobar
{decim=), la ooma ool
wvagada & 17 @sguarva,




divisor, anhk LTdanicas
nifres decimals.

ondicid de

—

S

il

mEroR

conptar

8i el dividend ja ara devimal tois gls possibles zeros afeglits

ez consideraran tambd com a noves swiftres decimsls.
I 21 21 divizor g8 wuna pohidncia de deu hashara oovrer la ooma
del dividend tants liocs com zeros contingui =21 divisor.,
Tots els casos es veuen perfeciasment guan ans exprassom amb
fraccions, per exsmples
L]
AU B B g, < fa 25,13
JLERE . Z2B fa 2514
» - c
1u.omo 140 104G
pera
8,372.92¢ , 3I2B Ta 2Z&.140
1Q0.00G Y 100 I 4000
ete.,
11. &Com converitirem una Traccid no decimal =20 una fracoid
decimal (1 2n un nonbre d2cimall?
La teobaila o wma unditat enters LA 3
d'unitats frﬁ:&immarius MOas un Cani ssgurr 28 partsd
Tracocionarias de lx fracoid gue ol ““4npaﬂﬁar Hoaey
21 un nomt:r'f-,-‘.s Tal Eii-? aous  troassos, que la resual
ratocioridriss per 2 la unitat entera sigul juszhams

o daw, L compitasa llavors sl nombrs d
tenim, gosg sz refereivsn 2] nombrs d7un
wnltat entsra. Lixid passee de LB a 271

Una sggona variant Taria: donada la frascic 2 convertir, @l
denaminados remat al naombrs ﬁ‘vnl¥a“3 racoionaries qus sontd la
unitst modsl. Ferd =i volem gassar aguslila Fracoid a una fracolio
cdecimal &s abvyl gus les dnigues carticions & for de la unihsz
antsra han de ser ami base & deu, aisd @z, pertism e aniitab ontes
an dew trossos, desprées, siocal, cada tros en dau alirss rosses,
mho. Lisvors ooldrd distribuic ols nous rossos
unitat entera entre 21 nombre d umitats fracocionaries
ple ia umitsi entera. 1 grendre tants grups resul
divisild comn indiaquil ] nomizre d unitats fracoionsri
a converbis Looal pa ' mE 1
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la gqual s afegsinen = Teros com sigudl necesseri, i (RE it
1 JWNQNJuAJMJF'i. de ia posterior ouitiplicacids pel nombres
unitats {fracoionfirias.

d

har

Ferd una torcera variant esdevd pnoava més directas pergué si
tobta divisids 2s aﬁnv"rtﬁix @n ura Tracoid formalment igual (3¢ 3
i A5y L perr fnnb Froacoid s itgusl a s rasuliant dunsg
gdivizgid formalment (. b 4% punt Jﬂ}: =zl a mEs & mEs salRen
Ja diwidir dﬁc gual s ol nombras, igul sl dividend nés grang
igual o més petlt gue el divisor (muntg 10“1;} amb puoTisnts enters

o decimals, llavors, mentre, per exempl=, 3 31 5 = 545,

T o5 o= B0ALO 1 5 o= HA10 = 0,4
aiuxd da, la fracocld a convertir és igual a la resultant de la
divizida formalment igual estudiada d scord amb la basze deu I peEr
un sistema decimal gue segueiv també la tase deu,

54$1 Motes sobrs 1l aritméticsa.

o=
.
frmid
%]
i
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Apuniten ja algunes conclusions, per auemple gque el ci
miamnéris 23 un calewl logic: en considerar

T

L b 177 e LSS B i e
.rfl;‘ - “q'l? - :i - g - .r._:.rj‘ 1_.: - =25
27 1 a7 Ao I7x40 0 1420

oA

rroplse individus (nonoras) ah tractes, alhoyrs quae soving
ie des ﬂmmbrag absdractas %;%— ;J“mvﬁflum

LIRS

9.8 %

Atk mowade 2l et & mdE Gz cert gue hemoa {éq der momdiria les ftauo=s
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yeune usth adfedivy
de la logica' essersd quan nosalires 1 accephtem en
generacis (i.e. tenin algun nombre concrst, a*&mim COSEE &

]

gns trobem relacionant, sto., fins 1 tot abans o edugcar-nos

gisciplicar perd de fat no 2ns bl sduguen Silred Dament,
Braves delz nombres conerestsls 0 s una cgnsagqiidncia baoamkdE
manera que s ohvia en aguesta lagics abstrscta la logica nu
cancreta i oestruchural o on prmrwdﬁ"”, alhora gus 25 tamba

raal pargquée &s s seva propia logica, &3 capag de manfaﬁ;rmaa BLKL
autanoma i1 2 capag de simplificar-se fins § ftob com & calouwl 2
travies de nous calouls, o de derivegr nous cilculsz des de primitives
Tagigues numérigques.

Faerd en uns altrs accapeid &110 gue #ns proporcions el calcul
numeric no ha Eoderiesn pas fer duna altra maners. Hem anat rappfu
gus gualsavol nombre és un comportament linglistic: tra5 h
una sintesil (o 2l s=w registrel, hi ha una a?ezc1é
albors 1 ggquivaeléncia gntre unitats d’iguals ordra

nmpoirtament  estralingliistic i Lingdistic, UG
simplemnent Tingiisiic, com ho 2Gn ies reliteracions en
divaccid; totes les aperacicns acaben @ssant

comportament lingiistics, stc.: 2lz nombirsg 4 las se

wan szdavenint doncs un llenguatge nomsrico-absbtraches, e ieeind
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fegit gque la seva veritat L falssdat depenen dels

tics.; albora, 1 en especial per a les coses, hom

oy i e
no pot determinar mes gue una Cosa, despras una segana, després una
tarcera, etc.: fins i tot en ! cas de dar-ze sibmra  =n
lTespsridgnoia, iegs tres coses? (o Kies mil cosss
ringuistic, vun dresum?, una conducts lingldistica pe i

pEEropuE N podoam nupmrtr la fact1k1f4t detearminativa, perd ais m_qo

. m.b
1mp11aa,“amgor ”“ﬁfﬁ rracti® Gvdﬁ mar afer linglistic per ﬁh*h“
L8 A . AL, kel
camﬁtﬁf LEMPEL s, ves ooses, Lres COSEE, s=tec., 1 et e gl PRVOR
v Sl -
‘expariéncis ia guE revalida®™ o rebutiaY les nostres atscoions

u

linglidstigues, mslgrat gue tawmpoD ¢ podem €recollir® una higddrias
determinativa més qne com afeccid, =tc. =H

=27

b}

En conjunt hem poguit anar resseguint en efecte gue no hi h
cap fet basic =n la t=oria numérica gue no remeti a 1 eupesrieéncia,
que no la tingui com a svaladora abans de ser adqulrlda ia “unducta
lingldistica corresponent, gque @5 reitera jax com a mer comportamen

limgQdistic: (L) hi remeten el compte i la confeccis dels mﬁ%ur—
numérics; (21 per tant hi remeten la suma 1 la multiplicacid, aixi

=

com les seves propletats elementals gque no e2s deriven simplement

de (L1 £33 hi remet gualsevol saber scbhre parasl.izlicemes

eztructuralsy (4) hi remet la particio 4 una unitab (noten ogus oz

investigacions amb gusbrats sols introdusixen 2ind com = novebatd
: "hi nagl

U

-
]
5

{5} hi remet guaisevol ;r:t i g igualtat. Mo
miEs: las conductes lingdistigues gue s hi aprs variss i
mocrausant-se subtiloenlts atfegim sols ous les
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wir  bant == hase delNcalcul numéric ra#ﬁ;1 gl fet gus..ina

s O que difar'ntﬁ Co=es ¥ TEM Uisa
una falrSintesi iwnSiisi tantes
als gFSos, des-—TRiterar—se damunt
2S5 L _meartint l2s pripies cozes
u@qhsf fem valer la ra¢ de sintesi

sintesi te-analisi de cos
sintesi, de raoms e
vegadesz com wun hom .
les proapies tresultants =37

analitrades Tins arribar a 1% efs

i andlizi enlld de gualsevo 1o tant per baix com per dalt
funttat meravellosa) e Per a altrestwmitats gue ne han estat
analitzades. Leg Tormas del nombres aoompIegant la sinte=i 1
l'andlisi acabar calculaf més pel canmiNgels nombwes abstractes
gue pead altres camins: hifha hagut unsaprenagtatoe seeatoo €4 004

. Mo zembla que calgui postulsr noves capacitats hbumanes per
a entendre una mica Laritmetica. BQuan per exemple =1 gran
matematic Henrli Foincareé afirmd gue dzguestax regla (ls regla
del raconament per recurréncia], ingccessible a la demostracis
analitica i a l'experiencia, fe o] veritable tipus de judici a
priori. D altra banda hom no podia nas fantasiejar de veurse—-hi una

conyencia, com per s algune dels postulats de la geometria,. Per gud
dones aquest  Jjudicl $imposa a nosaltres amb  una  svidencia
irresistible? €5 gue nno @ Fres ass gue 1l lafirmacid del poder d=
L egsperit que se sap capac de concebre la repeticid indefinida d' un

111 LS

mateix acte des del moamsnt gue wun tal acte @z oozasible. i esperil

b d aguest poder una intuicid direcks il experifncia no pot ser
rEs més  peyv gil gue unag ocasico dutilitzar~lo, i per aixd de

:\
prandre’'n conscidnoia. FPerd, dirsut, si 1 siperiéncia bruta no nob
legitimer el raonament per recurrdncia, Apazsa. el mateix  de

1 sxyperigncis ajudsds per la induccid? Ysiem sucoossivament que un
ftecrana #s vertader d=l nomipre 1, del nombre 2, del sonhbre 7 1 3
Can gggﬁvant, 1a 1lei &5 manifesta, diem, 4 _ho ée amb igusl <
que tota llsi fisica r@cmlz&dgﬂgn gbhservacions, #£1 nonbre de
auals 23 ooll gran, perd limitat., Mo podriem descondéiser ous Ri
aqui una analogla sobta nt amb 2ls ﬂrmcadim@agg habituzalz de
inducoia, Fero hi subsisteix una diferdncia sseencisl. La induccis
aplicada a les ciéncies f1313qk;, 2z semprs incerbtas oerqua
regcolis gn la creenga dlun ordre genEral de L ynivers, ordrs g
s_nosalires, la induceid matemdtica. aiqd de
i per recurvéncia, s’ imposs conbrarianen® "Jﬂﬁ MANKITS
22 ia pErguis  nn e=  =inag iafirmscic duna  oroepis

I esperit mat2ixes™®: una primera leciura duria sagurament a
gue la repeticid indefinida no @3 4una convencild del ta
postulatsz de la geometria® (ot i1 gque #s possicle gue ki
cert equivac en lexpressid) ni es pot exparimentar {en Yk
de dur—la a termel: peErd la recurrgncia indetinida no mecs
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g creism gus el Fradrxem continuar, ateccid guse bralaa de 1 agtivitat
reiterada Mia comprendre que la série de les operacions és
«indefinidd». A més a més caldria potser distingir entre la
confianca nascuda per la reiteracis (1 repeticid) d operscions i
la generalitracid (per la gqual estabklim gque :-=1.._+k:s=-'-l:vi-r:\,4 mho. ) com &
variant*8 -

4, Moti‘s gue 2114 que =ols pot tenir uns existéncia de
contingut légic linglistic s enumera de vegades cam una edprossid
del nostre domini numériceo—-linglistic (per exemple guan comptem
puntﬁ}' gn d'altres casos hawrem de percar pauvtes linglistiques
egpecifigues {an espec;a?@er 8 4 infinit), etc.

Zeve L .

D attra banda les bases de 1'aritmdtica tenen també un supert
extralingitistic, l'ezclariment del gual i de les seves connexions
amh les resultants apreses esdevée aixi mateix wun  procés de
racionalitat: l1lavars la base del calcul npumgric rauria en la cosa,
sigui una sintesi de coses o una mera cosaz; es trachtsa duna rad
fgue, analitzrant, relacionant,-individuant 1 sint=stitzZant, considers
gqualsaval astructura entre coses precizament g tant que coszes o
individus, § estudia les zatructurss dhomes, de gossos, de form
numér;wJea* g2tc., 2n tant gue no hi ha manera d individuar algmn
membre d’aguestes estructurss que no sigul suscepiible pgr aixd
matein de ser anomenat ‘cosa’ i ‘un’ .

Far tan
momants: analitics i sintétics, de relacid i dindividueacid, &
ldgic nus contéd, oracizament on 2lz monentz analitics 1 =ints
de relacid 1 dindividuacisa, 1 —— fins 1 tob des *
momants - les corrssponents afsccionz sgnse les
impossibklie el compte, 1'ds d'alld apr2s per a
centlanga &n els aprenentatges 1 oen les formalitea

t la teoriz numérica td com a base un sstudi ldgic

cas una tal dishtincld sesrias de matis L0 om0
' 1

g ionri ey 2 WA formula tantdel domini mumdric Fe
qual 3 Ll“t*ﬁ alld repressntat ifr o T d ATA
reitaracidr caldria doncs donar la o raiy & Lan fa
intercanviabiss la induccisds 1 la reiteracic. D'mitrs il bt
— mer tal g citar uwn aubtor dun altre tarannad ~—  diferencia la
induccid compleita {(gue Tacilite la propietat commubativa, walgui
2l was! 1 ila definicid per recurrdéncis (que caldris aplicar, per
grarnle, & la funcid Lafw. . .xMi{cf. Grundlaosn desr :
piags.2883ss 1 E8TVss, regpe tivamentr de fot
g altrss natematics que tambd anomsnsn  per o indusos
R E T 1 ) u wvaritabismnent dificil do
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hom val parlar aixi: aguell estudi logic és alhora estralingllistic
i lingliistic i 1 home domina i dirigeix el moment logic conijunt.

Ara bée tot és susceptible d'esdevenir subjecte d' una teoria
numérica -- si volews res no resta fora de 1 aritmética -—en
l1’accepecid gque &z possible (1 raciomalitzant 17afer) 1°4s del mot
‘cosa’ o del mot "umitat’ (segons les particularzs afeccions) per
a wn gualseval individu, wusem el mot per a quelcom que s esta
donant en carn 1 ossos o l'usem per a guslcom gue sols és
registre. Perd aguesta circumstancia no implica gue amb la cosa i
amb lez estructures de coses 1 d'unitats resplguem els nostres
afers: les coses son homes 1 gossos, colors i volums, ciutats i
punts, etc.; admetem ‘cosa’ i ‘unitat’ (no usant—-los & la manera
de registres}) com a mots-idguer quan només hi ha nombres en
l1'accepcidéd gue només hi ha homes, gossos, etc., © nomées hi ha
volums, colors, ciuvtats, sounts, etec. La cosa 1 1 estructura de
coses son els aters més rics en l'acecepcid que no hi ha res gque
£'hi escapi, perdé alhora no hi ha cap cosa (superant l1°'us com a
registre) que np sigui per aixd mateix home, gos, lletra, punt,
etc.; en draltres paraules: la utilitat del mot ‘cosa’ no és
indefinida perqué les coses son varies.

3. Notem que podriem parlar del calcul numéric com d'un calcul
formal, (1) en 1l accepcid que hi pegrsem formes; en tot cas caldria
recordar gue no bhi pensem sols formes, sing mots®’, llenguatge
(formeszs amb afeccid). (2} En l'accepcid gue atenem la sintaxi del
calcul numéric; si mes no wa tal sintaxi seria agqui una resultant,
wuna conducta apresa, 1 uwna tal sintaxi depén directament dels
aspectes semantics (2x2 = 4, Ex5 = 15, etc.): una separacicd radicail
entre els aspectes semintices i sintactics seria sens dubte un afer
guimeric, i tant 1'una com 1 altra semblen sols aspectes
comportamentals del calcul numéric, és a dir, d'un llenguatge™.

““Observi’s que un mot pot ser (1) un S0 & un dibuix gue
pertany simplement a la llengua, (2) quelcom gque enclou una
significacid linglistica, per tant 1'afer es presta ja 2 una certa
equivocitat; en el text hem umat si més no “forma’ en 1 accepcisé
de quelcom acustic o visual —— en la linia de (1) -~-, malgrat gque
un hom ho podria usar en la linia de (23, perd en aguest cas no ens
seria Gtil la contraposicid entre forma i llenguatge.

“Els nombres abstractes tenen certament una significacis
linglistica i estimem —— sembia obvi -~ que la sintaxi del calcul
es un esdeveniment linglistic. Un hom podria estat temptat doncs
a contraposar els elements linguisticz signrificatius {semantics)
& alld que &5 gols signitficatiu linglisticament o una manera
sintactica: ara bé&, a nivell del calcul aritmétic amb nombres
abstractes les reoles sintactigues semblen inseparables de les
afeccions semantigues, 1 sequrament esdeveé més encertat de creure
gque aixi com aprenem 1°Us de 'Z° d'una manera abstracta a partir
de dos punts (per exemple), hi ha també un altre aprenentatge per
a la suma abastracta Z2+2 = 4 tant a partir del domini dels nombras



w0l

{Z) En 1 accepcid dels formalismes del tall del de Hilbert pels
guals els nombres no s4n ens separats de les coses i de qualsevol
inspeccid (els nombres serien simbeols concrets), sempre gue no
oblidem que de fet agui comptem coses. i.@. que la circumscripoio
a simbols del tall de les xifres hilbertianes esdevé irrellevant.
Nesal tres acceptariem doncs la conducta linglistica de 1 aritmetica
a partir de consideracions gue ni sén nombres abstractes ni tenen
ia seva sintaxi logica i pel fet que és extraordinariament atil en
ez nostres estudis. Per tant* &)l paral.lelisme entre el
constructivisme de lss regles operatives i la predicacig
fregeriana, i 1 aritmética esta en el Tet que totes formalitzen (en
1'acecepeid que hi ha un Gs de formes gue tenen una sintaxi), pero
cadascuna he fa des dels seus punts de partida: no hi ha una
critica del! formalisme per ell mateix, sint que la ccritica
s’ ezatableix sobre alld a partir del qual hi ha un proceés
d'ersiniotrament que acondueisx & un discurs lingdistic.

850, El pas cap a 1 algebra. _
i. L 'aprenentatge d'un calcul numéric que no ha estat la

resultant d'un treball previ d’adguisicid &% certament un fenomen
de transmissid cultural, perd dificilment hom es manié sempre en
un mer calcul abstracte o cal gque s 'hi mantingui sempre: llavors
no sabriem gque és una resultant, aind és, ignorariem qué és el
nombre i gué fem. '

Acordat que 1l univers dels nombres ne sempre s circumscriu
a mer saber abstracte dels nombres, hom entén que les relacions
entre nombres son les que estableixen les comparacions sabudes i
les operacions apreses; perd una part del nostre habit rau a saber
comptar, a saber dir un gualsevol nombre. 1 a una colla
d'operacions, alguna resultant de les quals 1 hem apresa també, i
i més no algunes cultures hem aprés com arribar a una gran
guantitat de les resultants que no sabem de cor.

com de les sintesis concretes de des punts i dos altres punts. En
d'altres paraules la sintaxi linglistica seria ja un exponent d’un
procés abstractor, gengralitzador, formalitzador, gue esdevindria
d'una manera conjunta als afers semantics, malgrat gue hi puguem
accentuar aspectes. Per aixd val la pena de parlar més aviat del
calcul numéric com d'una resultant. D'altra banda, per a la logics
inspectora, o diriem gue no ki ha pas en conjunt aspectes
sintactics perguée no hi ha sobredeterminacid, o parlariem de
sintari determinativa en 1 accepcid de la diversitat i1 de 1 ordre
de moments {an&iisi, sintesi, relacid, simple refiexid) i en la gue
de fet esmentem gl procés logic. Fipalment notem que una qualsevol
referéncia a una sintaxi @z una consideracid pozterior a 174s
lingldistic o a 1'afer inspecior, verszemblantment (i racionalitzant
1 afer) degut a la difergncia entre la significacit linglistica en
tant que parlem de quelcom (aspectes semdntics) i la circumstancia
que ) disturs limgliistic té extensid, en el cas linguistic, o a
la diferencia entre aterndre guelcom o atendre (per exemple)
1'afeccid gue enclouw de «proces?, en d altres casos.



Dins of'un cert marge 2l nombres més o menyvs abshe
walenl %3ﬁﬁ*: =@ Ccirsumscoriuv 2 sor representant 4 !{
g altra banda &l nombres gue operat amb un segon nombro hs
igual & la resultant de plurals aperacions d altres nombrss, afer
guae poden escriure aiuvi

el pombre 4 = {

1
-

no remaet a res mes, sembla, que a =211 mateix. ¥ @sdeve, perd, gue
mosaltres no sabem de cor totes les peossibilitats de jou dei caicul
numéric. La manera en concrsit que resoldram =1 nostre oroblema
dapendrd, entre d altres coses, del nostre propl exercici ==n el
calcul numeéric.

_ Fer tant ‘el nombra’ o "3’ o qualssvol altra lleira gue
ifntroduim gn el nasgrﬂ 11enquatg? e élCi R sembla rgfﬁtre en
principi a res, A 9 registre g+nw£e¢ alment com heese 5 en
considerar-lo de manera abstracta. Certament una racionalitzacic

C - -
del desconsgut srs dug a considerar—&c un nom = F O BT, pey
sxsmple, 0 per a una estructura numérica com TIO0, AT, 90073,

atc.™. Es btractava, tanmat2ix, del &nombre Bo de ““'”qnn e st amnk
4 és igual a la resultant de ies altress Grmrarjcnﬁ* L&
consaqudneia 4 haver aconseguit wuna culturs numgrica habitosl.,

Dﬂr tant I digebra, 2n una primera acoepoid, seri
el domini lingdistic, dgeneralitzarian 2l calcul 20
@z la congegudncis d'uﬁ calowl esdevingut hablit r:
substitucid progressiva dels diver=os nwd%".ﬁmbruﬂ

ﬁmﬂ% 00 NUMErics N0 &2 Mes GQuE W aTer de gralu =
del caicul™, fize 2=, des de

mgﬂalﬁrat la divergéncia d pbiectius hi

Gruan Hiltert afirms gus o Eridd sl=o,  wi
zelab. zmine NVermehroene dar- finitsn dhiskhte
fabhlzaichan wis 1. 11 o t3tlL.
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5 L
RAUTE = (A% ;3 31.7 o {B-21.(8+2y = 3 2‘ .
L8O o & = (100 3 43,2 (L4 {lo+a; = Lo~ 4
hom fa " .
& 1 b= {c 1 dl.z fg-bl.ia+h} = x5 ~ b

i cada passa en l'sstudi d'una «-digualhaty algébrica seria la
conseqidéncia d' aguella habituacid, éz a dir

it

a+ b T e a= ¢ - &
a ks c —— a = t.h

pa%qmé
o g =1

+ 2z
o = Zxd

4
4

i
B RS
!
1
o

mo

- . o UYL 3 WU
gue &35 pot anzr complicant en la weda gue hom va
oparagions a operacionz Ja indicades. Far  tant

fgoneralitzarian el ciloul an la aesms gue ha ssdevinguh
- . WAL

“hauria de concebre aixd
b ra eizmental -~ gomoun

Z. La funcio matamhbil
en aqusst contedtos d algs

—
A

m[m

C”‘

pogtra caltura sumerics 1, 20 conjunt, com wn rephe
cultura del calenl: an uns sxpressid del tall de
o 4 o= {FED oy X3 .¥

@ataria en grincipl 2n reprssentant
nombrsnr gue dividit par oguatye
ge mattiplicar pse nog la divisiﬂ
trau. Por o

o 4 = {Z5 : 9.9
o1 4 = {23 : 1Bi.%
ot 4 o= {25 1 Z&3LF
e, '

24D =1 4+ 2,

A -

. [] F - r 1 !

Sy Eie
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establim una nova generalitsacid & traves de
wos & o= {20 1 vw).F
- e

o oara v no estaria en principi en representacid de can nombre,

5ind oue seria el nombre dividint pel gqual vint-i-cin i
mulitiplicant la rezuwitant per nou eés igual a la resulifant de

+ :

dividivr 21 nombre ics per guatre. €5 clar gue podem tenir '5’ i "y
com & noms per a npombres: perd  la prova gue en la fupcid ho
treballen com A boms rao precisament, sembla, Ggus nooson  Nomns
propis de cap nombirs en sspecial, albora gus nosaltres sclz hi
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APLUNTS FER A LA GEQMETRIA FOE

Hem enteés gue 1 aritmética es funda en 1 indivicdu 1 20 ia
circumshténciz gue usem noms: entenem Lambé gue no hi ha subszhitut
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i antiga coem la geometrie puclidiana.
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realitzacions d'una obra o d un poble amb el marc intel.lectuatl
correspanent, a no ser que vulgui exposar-se a tota mena
d’anacronismes; es tracta de contextualitzar un treball, de fer una
aproximacid histdrica en 1 accepcid de penetrar, per una certa
simpatia, en 1l 'estil particularitzat d una @poca, d un temps, d una
cultura, mentre entenem que els fets histarics son globals en &l
sentit que hom s'apropa a una realitzacid per allsd gue aguell pohle
entenia que hi feia. #&s clar que la contextualitzacid pot ser mes
accentuada ¢ menys: hom pot anotar les aportacions de les diferents
obres o dels diversos pobles, fins i tot transcriure més o menys
fidelment demostracions geometiques a proves algebrigues, etc.,
sense que unes aproximaciong llevin les altres malgrat gue la
sensibilitat historico-contextualitzadora no sigui ben bé la
mateixa, varietat d'aproximacions gue segurament té algun carrelat
en tots els altres ambits historics,

Pero el nostre interés per 1'obra d Euclides no és sols
historic ni es fonamentalment historic: meés aviat .pressuposem
aguest estudi perque s hi recull una tradicio i s’'ascrigue dins
d'unes coordenades; alhora la lectura contextualitzadora, el
respecte per la idiosincracia i fins i tot @l reconeixement que,
en un llenguatge divers, s hi troben prou resultants actuals, no
lleva el fet rellevant gue eis Elements sdn una obra matematica
maddra, en un cert sentit (si no es prem molt 2] mot) acabada i en
prou de les seves proposicions sens dubte magistral. El nostre
propodsit essent el de caracteritzar la nostra geametria euclidiana
{que estudia? gué entenem per punt? que é&s una demostracid? Ete. )

, . Lk T e

semtila gque cal algun anacronisme si més no en la mida gue fem
preguntes des d'agui i1 ara i que les respostres s6n una funcio dels
propis interessos i necessitats; per aixo apareixen mnous dubtec
sobre la legitimitat d’'aguest cami, gue es podrien resumir de la
seguent manera: els Elements, diriem, sols es podemn comorendre a
partir de l'univers intel.lectual epistemologic dels grecs,
respectant el seu estil geometritzant, i no hi ha res més a
comprendre historicament; la contrarietat provindria doncs del salt
des de la histdria de la ciéncia a 1l ' historicisme en l accepcic de
contextualitzar-hi tota activitat humana.

iCreurem que un escrit matematic sols se 1 entén & partir de
l'epistemologia i ]l ontologia gue animen el seu creador? Si més po
sembla un fet indubtable des d'un punt de mira estrictament
Ristoric, mslgrat que el sols inaugura un ordre de glestions que
no son pas histérigues i gque ral sotmetre a critica: perque si els
Elements (per exemple) depenen del filoplatomisme d'Euclides, el
rebuig del platonisme implicaria el rebuig de tota l' abra, talment
cam hom no acceptaria €1 mon ideal: tanmateix l'experiencia ensenva
gue un hom pot acceptar tots els enunciats de les proposicions dels
Eiements, fins i tot seguint &1 metode geometric que s hi
exemplifica, sense ser platdnic. Hen mirat es tracta de quelcomn gue
val per als Elements i val per a una qualsevel cbra matematica de
tots els temps, inclosos els nostres: um hom oo rebutja pas el
discurs matemdtic de Hilbert o de Brouwer pel fet de no ser
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formalista o intulcionista, etc., i més aviat la transmissid de
coneixements pressuposa un cert «filtratge» de pressupdsits i
1" aprenentatge de resultants, altrament tots els discursos

matematics (o alguns, tant se val ara) serien compartiments
estancs.

" Pel cap baix la transmissié i la comunicacié d'un discurs
matematic sembla prou factible: versemblantment aprendriem el
cadlcul numéric a taal d\-. ugiﬂe?a dgfnnducta, perque es tracta agui
d un cert domini s g2 sUpssa aconsegult en algun grau
molt abans de 1'existénc;a de gualsevol document ecscrit de les
antigues cultures; el cas de la geometria &s distint i la
seva comunicabilitat prové possiblement de la cosa mateixa que
estudia. €s clar gue no existeix una aritmética dpura”®» o una
geometrisa «pura” en ]l accepcid de comunicar—nos exclusivament allae
gue acceptem els uns dels alitres: umna tal cosa no val ni per als
grecs ni per 3 nosaltres, i no existeixen puritats em 1 accepcid
que- les disciplines son discursos dels homes, que les axpossr @n
llibres que reflecteixen més o menys els seu univers.Tanmateix aix®
es un fernomen universal de la comunicacid, i 1 'experiéncia indica
que no tot i qualsevecl fragment d'un discurs d'un homs ha de ser
acceptat, sense que aixo n’impligqui el rebuig global. Les
gdisciplines matematiques doncs existeixen sols amb pressupdsits,
siguin del qui les exposa, siguin del gui les acull. Perd tot aixd
son obvietats.

Endemés no =s tracta tampoc de ger simplistes: que una obra
cristal.litzi d'una manera o d una altra depén tamb2 d'alia que
estd tractant: les exposicions logicistes de la teoria numerica an
sSON un cas patent {les concepcicns gregues del nombre podrien estar
en el rerafons dels llibres aritmétics dels Elements, etc.), pero
el treball d una racionalitat no gsta sols a rebutjar o matisar una
valoracid o una explicscid epistemolégica o ontologica, sind tambe
a comprendre—la en 1l'accepcid d indicar-ne els termezs dels guals
estd composta alhora que ha d entendre la realitzacid aritmetica
(en aguest cas) que animava: les Grundgesetze der Arithmetik no son
un no-res, sind un discurs, malgrat que el seu sentit no &s el gue
volia que tingués Frege; perd aixd tambe é&s valid per a les
matematiques pitagdriques o per als llibres numerics dels Elements
on d'una banda caldria distingir entre la realitzacid matematica
(condicionada de cap a cap —-—- si voleu -~ per 1l 'explicacisa i la
valoracid del nombre) 1 la mateixa valoracio L explicacic explicita
de la natura del nombre; d ' altra banda caldria discutir per separat
com fou possible que estimessin aixi 1 aixa ) nombre i el fet que
les seves realitzacions matemdtigues estan alli tal qual, que per
tant Ran da meréixer una conformitat o un rebuig i que 2n qualsevol
cas una racionalitat ha de mostar els motius per a estar-hi d’ acord
o per a diferir-hi. '

AR S i
Sens dubte reiterem obvietats en la.sida Que s tracta de bell

nou d’'un fenomen universal gue val per a qualsevol escrit o per a
qualsevol discurs sigui guina sigui | epoca, pero la remarca ers
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necessaria perque nosaltres pressuposem 1 estudi histaric dels
Elements i ens interessen 'més aviat com una obra matematica
exemplar, En conjunt no ens pertoca ara i aqui el repas de la
concepcio grega del nombre c de les figures geometrigues, no fem
historia, sind un assalg per a descabdellar la racionalitat de
l'aritmética i de la geometria i per aixed entrem en 1 obra
d 'Euclides, 1, ut «e Tedwen wpd

No sembla doncs que hi hagi dificultats greus a 1l hora de
l'estudi de les proposicions dels Elements, siguin aritmétiques o
geometrigues, & les quals aguestes paraules van especialment

K g sadven . i . .
referides: guan sﬁiiem els esculls d'alguna proposiciéd geomeétrica
{estem pensanﬁqaﬂfL;és—de la teoria de les propnrciongﬁ no intentewem
una “traduccid» del métode geométric, sind racionalitzar—-lo en el
sentit dintroduir—-hi un fonament logic talment com ho hauriem de
fer per a uns tals usos geométrics contemporanis, com hem de dorar
alguna rad dels calculs numerics d avui dias pergue 1l aproximacid
critica d'alguns punts de la geoemetria antiga (i potser de
1"actual) revela gue no n'hi ha una inspeccida logica directa, motiu
pel qual la raciomalitat n'ha de cercar algun complement l&gic i
ha d'explicar el pas de la preséncia dels elements que en fan una
complitud a la conducta on son absents, a semPlanca (salvant prou
les distancies) d alld que ocorre en els nombres. Nc podriem
renunciar a la comesa se#nse renunciar a domar rad d’una disciplina,
i les proposicions dels Elements entren per drets propis no sols
en la histaria de les matematiques, sind també en el seu cos.

L'afer és prou més significatiu del que podria semblar a
primera vista: 1la rellevancia d‘una critica légica de 1 obra
d'Euciides -=- que valdria ja per si mateixa —— s’ accentus guan ens
adonem gque una certa valoracid contemporania d’un escyit
axiomalitzat, de 1l 'esmerc de la mateixa reduccid a 1’ absurd, de
l'origen dels irracionals, de la teoria de les proporcions o fins
1 tot dels lligams entre aritmética i geometria, ne pot gaudir
d'una maduresa critica sense tenir en compte que ja son temes
tractats i1 (en part) resolts pels Elements (i el mon grec), de
manera que és posible gue, aixi com noc hi ha una raciocnalitzacid
(dins dels limits d alid gque padem fer) de 1l aritméfica des dels
tractats moderns o antics, perque ja hi esta constituida i apresa
com a disciplina, aixi ¢s possible gue prou de les giestions
contemporanies siguin ja versions distintes (si voleu de cap a cap
distintes) de les gregues i alhora que tamt les unes com les
altres, com a geometries constituides (i apreses) ens desorienten
en mes d'un punt en Ies conmexions entre aritmética i geometria o
en la valgracid dels irracionals, mentre gue !l us de la redutcic
a l'absurd, la teoria de la proporcionalitat o la demostracie des
de principis son temes contemparanis pergue son temes grecs,
simplement. S5i més nmo (i en un ordre distint d afers) c¢cal
reconéixer que dificilment PO som deutors dels grecs en guestionms
tan relievants com el principi de no contradiccit, | estimacica de
les inferéncies generalitzadores o fins i tot els principis
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genérics del tall de «coses 1guals a una tegrcera sdn iguals entre
si» i d'altres.

El lector ve observant que pressuposem un cert coneixement de
la histdria de la matematica (i del pensament) perd que aqui estem
interessats mes aviat en exercir criticament umna racionalitat que
ha de donar rad de qualsevol matematica: si hagués estat indiferent
per a aquests propasits el fet d agafar una altra obra més moderna
i que presentés {sense noves caomplicacions) la geometria
euclidiana, els motius per a escollir els Elements son si més no
de pes. Fins i tot ens permetrem la critica de les definicions, de
les nocions comunes i dels postulats, no pas perque desconeguem gue
en qualsevol escrit matemétic les introduccions (i uns tals
principis en fan el paper) siguin el lloc preferent on abocar-hi
la propia epistemologia i ontologia, sind pel fet que prou de tes
defingigns de punt, de linia, de superficie, etc., que s'han_ fet
al llarg de 1a historis haurien de ser comentades en  termes
semblants 5 les d ' Euclides, a banda del fet gue moltes de les seves
definicions semblen insuperables; endemés no caldrd gue ponderem
la importancia del cingque postulat ¢ la de la primera nocid comuna
gquan ha estat defensada fins { tot avui dia com wun principi a
priori, etc. La nostra discussid critica dels principis esdeve en
poques paraules aguells gue ems alertard precisament del tema de
la geometria (de tots els temps) i de 1 abast 1dgic gue poden
significar les nostres paraules.

-553. Els principis dels «Elements».

El1 llibre I dels Elements comté un nombre considerable de
propeosicions ordenades, les unes basant-se en les altres, de t3l
manera que s’ estudia primer allo que esdevindra necessari még tard;
d'altra banda la seva capcalera incorpora una colla de definrions,
de postulats i de nocions comunes, que Procle amnomena conjuntament
‘principis’, i gque fan:

“DEFINICIONS:

1. Un punt &s alld que no té parts.

2. Una linia és una llargads sense amplada.

5. Els extrems d'una linia sén punts.

4, Una linia recta &és la gue uniformement roman amb els seus
punts sobre ella mateixa.

3. Una superficie és alld gue t# sols llargada i amplada.

6. Els extrems d ' unae superficie sén linies.

7. Una superficie plana €s la que uniformement roman amb les
seves linies rectes sobre ella mateixa.

8. Un angle pla és la inclinacid d'una de dues linies en un
pla sobre l'altra, que es troben l'una a l'altra i gue no estan en
linia recta.

?. I guan les linies que contenen 1 'angle son rectes, 1 angle
s anomena rectilini.
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10. Quan una ltinia recta drecada sobre una liniza recta fa ¢ls
angles agjacents iguals 1l'un a 1 altre, cadascun dels angles iguals
€8 recte, i1 la linia recta dregada scbre 1'altra s anomena una
perpendicular d aquella sobre la qual es drega.

11. Un angle obtus &s un angle més gran que 1l angle recte.

12. Un angle agut &s un angle més petit que 1l angle recte.

13. Un limit s alld que és @ 'extrem de quelcom,

14. tna figura é&s alld gue estad contingut per algun limit o
limits. _

15. Un cercle é&s una fiqura plama continguda per una tal
linia, gue totes les linies rectegs que hi van a parar, des d’un
punt d'entre els gue estan dins de la figura, sdn iguals les unes
a les altres.

14. I el punt s’ anomena 2] centre del cercle. .

_ 17. Un diametre del cercle és gualseval linia recta tracada
a traveés del centre I que acaba en la circumferéncia del cercle per
ambdues direccions, i ura tal linia recta biseca tambe el cercle.

18. Un semicercle és la figura continguda pel diametre i per
la circumferéncia que talia. I el centre del semicercle ¢s el
mateix que 1 del cercle.

1?. Les figures rectilinies sdn les gue estan contingudes per
linies rectes, essent les figures trilaterals les ¢gntingudes per
tres linies rectes, les guadrilateres per guatre, i les
multiiaterals per més de guatre.

20. Eptre les figures trilaterals, un triangle equilater és
la que té els seus tres costats iguals; un triangle isosceles la
que té sols dos dels costats iguals; 1 un triangle escalé la gue
té 2ls tres costats desiguals.

21. D'altra banda, entre les figures trilaterals, un triangle
rectangle #s la que té un angle recte; un obtusangle la que teé un
angle obtuis, i un acutangle la gque te els tres angles aguts.

22. Entre les figures guadrilateres, un gquadrat és la que és
alhora equilatera i rectangle; un oblong la gue é&s rectangle perd
no equilatera; un rombe la gue és equilatera perd no rectangle; i
un rombgoide la gque t& costats i angles oposats iguals pera ni és
equilatera mi rectangle. I &ls qQuadrilaters restants s’ anomenen
trapezis.

23. Linies rectes paral.leles sén aquelles linies rectes que,
estant en el mateix pla i essent perllongades indefinidament en
ambdues direccicns, no es troben en cap direccid.

POSTULATS:

Postuli’'s el seglent:

1. Dibuixar una linia recta des d'un punt gualsevol a un
altre punt gualseval.

2. Ferllongar contimuament una linia finita en wupa linia
recta. _

3. Tragar un cercle amb un qgualsevol centre i distamcia.

4. Que tots els angles rectes son iguals els uns als altres.

J. Que, una linia recta que talla dues linies rectes fent que
els angles interiors del mateix costat sumin menys de dos rectes,



217

si les perllonguem indefinidament llavors es traben pel costat en
qué els angles sumen menys de dos rectes.,

NOCIONS COMUNES:

i. Coses iguals a una mateixa cosa sdn també iguals entre
si. ’
2. 81 s'afegeix iguals a iguals, els tots sén iguals.
3. 5i se sostreu iguals d'igquals, les resultants sén iguals.
(7)4. Les coses que coincideixen BOn iguals entre si.
(B)5. E1 tot &s mé&s gran que la part.»

Volent doncs apropar—nos a la geometria euclidiana, wval la
pena que «comencem per considerar una mica el possible mébil de
1’autor d’'aquesta classificacie a 1'hora de distingir definicions,
postulats i nocions comunes. Perd lamentablement 1'afer no és gens
senzill.

" D'una banda una gran part dels historiadors han accentuat el
paper rellevant d'Aristdtil en 1 'origen de la sistematitzacic
matematica i han tractat d'apropar la classificacico dels Elements
a l'aristotélica®, que es podria resumir de la seguent manera: tota
ciéncia demostrativa, diu Aristotil, es descabdella des d uns
principis indemostrables {primers principis), els quals sén en part
comuns & totes les ciéncies, en part peculiars de cada ciéncia
particular; els primers sdn els axiomes (4si se sostreu iguals
d’iguals, les resultants son iguals*, per exemple) -— als segons
pertany el gdnere (0 subjecte que es tractal, del qual cal assumir
lexisténcia {la magnitud en 21 cas de la geometria, la unitat en
el de 1'aritmeética, etc.); a més, afegeix, hem d assumir les
definiciong de manifestacions g atributs del génere, p.e. de linies
rectes, de triangles, en la geometria. Perd Aristatil defensa, en
conjunt, que les definiciong com a tals sén afere de la
significacid (ens diuenm gue és ura cosa, nNoO gue  sigui, gque
existeixi), tot i gue de seguida.admet gque, en geometria, cal
assumir, a més a més del génere i de les definicions, l existéncia
d'unes pogues coses primaries, que sdn definides, i que sén
l'existeéncia de punts i de linies (el cercle es considera tambe
tancat per uma linial): totes les altres figures —-- drecades amb els
punts i les linies (triangles, guadrats, tangents, i les seves
propietats, p.2. la incommensurabilitat, etc.) —— han de temir una
prova, que es fa per construccid I demostracics. D altra banda,
continua, en aritmética assumim ! existéncia de la unitat, perd,
pel que fa a la resta, sols n assumim les defimnicions (p.e. de
parell, de senar, de guadrat, etc.), tot i gque ! existeéncia cal que

*¢s el cas de 1’'eminent historiador de la ciéncia T.L.Heath,
The thirteen books of Euclid's Elements I, pags.114=-151. E1l resum
d'Aristdtil s extreu d'Anal.post.l,10. ’
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sigui provada®. Ha distingit doncs els axiomes 1 les definicions,
tots els quals son principis indemostrables; ara toca distingir
el postulat i la bhipotesi: tant 1'un  com l'altra, giu,
g ' assumeixen sense haver-los provat, per més gue sOn subjectes de
- prova: perd la segona s admet de grat, el primer amb indiferencia
o a ccntr?car; val la pena afegir que Aristotil usa també =1 terme
¥postulate simplement per a quelcom que s assumelx senss prova tot
i ser quelcom a provar, i en un altre lloc se’'ns recorda que ten
igualtat de circumstancies es millor la prova que prave d’ un nombre
menor de postulats o hipatesis o proposicions» (cf.Anal.post.[,23).

En Aristotil doncs la definicid no diu res sobre l'existéncia
o no de la cosa definida, que ha de ser provada o, en algun cas,
assumida; en geometria cal precisament assumir 1'existéncia de
punts. i de linies, i 1 'existéncia de la recta ha de ser provada:
d acord amb aixd, podriem argumentar, trobem en els Elements que
els tres primers postulats defensen la possibilitat de construir
linies rectes i cercles (aguests entesos com a tancats per linies),
i ies altres definicions rebrien més tard la confirmacid que les
coses definides existeixen: Eucl.l,l1 proposa de construir un
triangle equilater (Def.20}, gue, una vegaca acabat, es prova
conforme amb la definiciv; Eucl.i,l11 fa el mateix amb la Def.li0,
Eucl.l,34 amb la Def.22, Eucl.I ,27-29 amb la Def.23; en tots els
casos hi bha, sembla, un pas de les coses definides, pero de les
quals Nno se n'assumeix |l existéncia, a la prova de llur existéncia
a través de la censtruccis, els primers principis de la qgual
haurien estat postulats, 1 18 mesta _de definicions gque no cal
provar serien assumides sense més comentari. Respecte dels
postulats no caldria concebre’ ls d uma manera absolutament dispar
d Aristdtil: no podriem admetre Que s vreferissin a queicom fet o
a fer (en oposicid a3 gquelcom conegut dels axiomes), pergque llavors
el guart postulat no he seria, i segurament tampoc no ho fara el
cingueé; d altra banda la confusid d axiomes 1 de postulats Taria
difici)l d entendre que Euclides els separés; versemblantment doncs
Euclides valoraris 2ls postulats com una sgrie de coses que ¢cal
assumir sense evidéncia propia: certes simples construccions, el
fet de dibuixar una linia, d ' allargar=la i de dibuixar un cercle;
i, amb les construccions, !'existencia de coses com linies i
cercles; a més a mes calia acceptar tambe algun postulat gue servis

“Sens dubte hi ha agui un cert paral.lelisme ambk 2] comentari
de Poincare quan diu precisament parlant dels primers principis que
«il ect rare gu’'en mathematigues on dopnne une definition sans_ la
faire suivre par la démonstration de | 'existence de 1 obist defini,
et guand on s'en dispense, ¢ et aénéralment que le lecteur v peut
aisement suplésr., I1 me faut pas gublier que le mot existence n'a
gas le méme sens guand il s agit g un Etre mathématique =t guand

il est guestion d un cbiet matériel. Un &tre mathématique existe.
pourvy que sa detfinition n ' impligue pas contradiction, soit =n
elle—méme, soit avec les propositigns anterisurement admises», Ls
science et 1 "'thvpothése, pag.959. -




per a bazstir la fteoria ge les pasral.lelss, aixi con guelcom que és

im seva condicid, la igualtat de tots els asngless rechass 1 gus
hauria estimat tambhe necessari ¢ incloure entre sils postulats,

En acabant les nocions comunes o' Buclides remetrien Tacilment asis
axicmeEs o <opinions comunesy, com sigqul gue fims 1 Lot recullen
algun dels exemples d Aristdtil (€21 se sostreuw igusls d'iguals,
ez resultants 40 iguals ), 1 =dn principis gus tenen una validesa
méés eniia de la geometria. .

Cal reconéixer tanmateix gue @l fet d apropar les distincions
suclidianes a les aristoteligues manté com s minifm  dues
dificultats: aAriststil demana gue 25 provi l'existencis del parr i
del =enar, i els Elemeptz sols gls defineixen (Eucl.VIi.Defs.é& 3
7Y, perd potser caldria contrasrgumentar qus el llibre VII comencga
direchtament a provar gue hi ha nombras primers 1 passa tot seguit
a 1 eztuwdi dels divisors., La seqons 2= de més pesoan 1a méga aue
compramet la interpretacis del terme 4postulat? en Aristobil {gus
1l usa també amb un tal abasst significatiu que engloba la hipotesi).
Fal cap baig 1 aprorximacid de les distincions aristotéligues 1 de
lez suclidianes té el mérit qua nn ens oblic
a menys versemblants dels arigens de la ols
iy @2 ezspecial, del dels postuists
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toaria a peraehrs 1ds de regle i compas. to regle fa que 23 pugul

cdihuixar una linia recta dez ¢ un punt gualseval a wun alira ouni
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qualseval, i cque 25 oudul “ocerlisngar continuament una linias racis
en una linda recta’ . De maners sembiant &z Ffacil de -~ Lragar  un
cercle amb un _gualzsegvel cecire i distancia’ ol ueant un narell de
compassas.  DRir per  tant aue Emdnides resclond el proplems ~per
mitia de c_glg_é_;nmgaaz{g ocrecizamsnt €S dir gue gl _resclgud tot
fant um Us conscisnt dels tres primerse postulats Jd'Euclidezs. En
pfecte o1l pogué ser fins i tot 1 agtor d'aguests postuiabs, si
gfectivamant  fou 1z primera persona  gue ofsrd congshruccions
tedrigues per a les proposicigns 1.12 i T.13, Aguesta és j dnics
interpretagid raonable da 1a conjectura de Heasth gus “la
importangia d Endpide=s rag en el millorament del méltode dey del
punt de vieka de la tecria'"»{piags.2753-274). Alhora;, mnentie
suggetrei e bell nog 1 origem dialéactic del mot \ﬂpcatulatk

conclon gue fcom o uns olestid de fst sabem gue en @ls anve gus
precedeiven els teaps d Endpides, 1 autor putatiuv dels postillats

ClmT,  aparegué  wun grupomolh o influsct d homes Que  AcOnssouilinren

brillantment de mostrar gque qualsevoal classe dg movimenlt =274
contradictori 3 pgr tant inconcebible. M estic referint, @8 Cla,

ale sleatics i, en particular, a Fend, que dona 13 formalscls mes
lnulq__j deg les ld? v e Parménides. Ti en tobt givd, Qg
facii o anterdrn pE gu@ calia estanlisr ols frea orimers goztulats

g BEuclides. Y itia poer® for  possible tesricansnt

conatruccions qegmgtriqua§ e @l diadmetrs 30 mem 0o A
i de moviments que son indisnens@abhiss per la oroduccin da
s guomateigues mes simple (o sigui linies. recies, cercles
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a entendrz per massa temg% molt bé alld aue era 1 gggemcié gdo

W
dialéecticra elzaticas o agui gue el vell Taras d?uwﬁaﬂ
adguiriv un new significat, HMavenh—s= usat zompre peyr a referie

a un grup fde principizs gue, des del punt de vista del %Qﬁtit COmid

gran evidentment valids, passa ara 2 denegtar aguelles afilrmasiong
la veritat de les quals "s acceptava com un fat obvi”, (Flh? L tet
es fersn esforcos per A justificar la nova sigoificacic sgors
fonaments etimplogics), E1 rebuig d Aristotil de les parsdoxss de
Zend com_a_ mers sofismes va ajudar indubtapiemenht a fer oossible
aguest canvi. Com una glestid de fet, sembla oue fou Aristoyil
1 autor antic gue prooosa l1s jides, sequida per tot el mon, gque les
matemitigues han de basar-ge e "fonamsnits evidentment veritaders,
indiscutibles i simples”»{pag.3Gi). Euclides hauria conservat doncs
una distincid tradicional entre necicns comunee i posiulats (2n
l'origen els primers hawuisgn sstablert fets empirics de la
igualtat, =2ls zegons haurien objectat a favor de la mociod).

Z1 treball de Szabo apunta deoncs I 'origen dels principis de
lz geometria: (1) =1 primer pas fou la necessitat de revizar el
punt de vista eleitic de 1'aspail, gue 21 negavas ]’EFQai% com el
mon percaptible, era contradictorii (2) ila geomelria hauria estatil
oFimer un cos de coneixements empirics, tobh L gue amb el teops

l'espal seria conglderat com guelcom dideslaz d agui 1 est
derclouwrse 2]l concaphs de mocid ¢ les propistats visibles en
deefinicions del llibre 1 deis Elemenis: (3) perdg la formoie
idealitzada de iz geoamneiiria topava inevitablenent amb les brobaliass
dels eiedticsi gue 1 espal gra givisible nfinitament - no [l
havia magnituds minimes {(no hi havia res en tria comparabls
a la unitat en aritm@gticals: les definicions “han d entendrs
com 1 intent d'evitar wn tal escull ——, gus conceEpte de sooid
gra inconsistant, i gue cap mansixement v :
la percepcid, ‘q foramvnta de la gromel;
aguastes dificultats: «iels grecs] deguss
tablir cevts fEtJ SMOLICLEE. . OLE 2ren
momestrucedd duna cidncia dm 1 Tgmoapai,
szt fels no satisfeiesn ' evigencise elesticsa gue @21
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FToa w2l de posar en olar gue lze foraes de 12 geomete .
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platinicl. Es pot provar doncs de refer la situacid a8 partir dels
purnte de vista dels eledtics 1 de Flatd: els elgidtics no dubtarsn
mai dea 1 existencis de L'édsséer Lode 1'u, 1 en donaren més aviat
proves indirectesy jal=1g consegient hauria calgut a=tablir
l'guicsténcia del nombre (Eucl.ViII.bBef.Z), =enss provar-la, i
=" hauria felt Gs de la prava indirecta slsatica 2n aritmebica (n'ni
ha forces en els llibwres numsérics dels Elemanisl. Bl prablems ers
diztint an geametria: peroué Farmenides negd lespai, i Flata =1
descriy com el min del postop: 1'existéencia de lespal doncs
despertava dubtes (moltzs meéez gque la de 1'u 1 la degl nombrasd):
1l ewisténcia geometrica podria semblar mes una qlestid de peroepoid
que de reflexid; aiuxd explicaria gue algunes definicions d ' Buclides
fozzin meés aviat easpeculativesz {(per esempls Fuel.I Def.i i 23,
mantre que la dels angles i de les figures descrivissin més aviat
aprargncaes d’aguestes coses: 1 per aquesta rad 1 exishéencia
geometrica havia de ser estahlarua per metodes practivs 1 oempirics,
alud @3, per construccion”.

+

§ 8%, £l punt, la linia i 1 espai ;

Les notes precadentzs sostr=2n 1 extraardinaria dificultat

d entendre 1 abest exacte de les definicions, dels postulats i de
les nocicns comunes de 1'abrs d' fuclides. Ferd cal afegir també gue
no podss renunciar a slgunes de les dades gque s hi o broban peroud,
pa mar wval 1la psna de ramarcar-hc, ns sasabla gue tinguasm cag
caractaritzacid de Ja geomstrias la mateixa magniitud, guan no és

wh o reglstre, £ div potzer duns cosa en tant gue té mes 0 smenys,
i un fritangle no seris ung maghitud gn tant gue sintesi. D aliguna
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manera no hagriemn de renunciar a 1l'estudi de coses com punts, com
linigs, com superficies, etc., 1 cingue postulat €5 prou essencial
per & 1a consideracid de les geomefries hipegrboligues 1L 1a
importancia de =2z nocions comunes @sta tambe fora de guestias

caldra per tant una aproximacid respectucsa del text que ens sigul
Gtil alhora per a la caracteritzecid de la geometria. Altrament =ls
als

Elements serien una mera curiositat histdrica sense valor par
probiemes d awudi.

£n efecte é= dificil de ﬁﬂ-admetg gue totes les definicions
dea punt, de lipia, etc., no siguin deutores de ies d' Euclides o gue
o la suposin d'una manera directa o indirecta. Entrant en la de
punt cal reconeiver la seva genialitat: si tenia com a rerafans el
fet d’'evitar ls divisio ad  libitum d una cosa continua, 1a
Fadicalitat de la definicid deixa sense recurs al posibla aponent;
d'altra banda &5 possible gue pressuposi un transfons mes 0 meEnys
platonic. Des del nostre punt de vista, tanmateix, hauriem de tenir
cura que =21s usos contemporanis d una tal definicio (o gls seus
substituts) tenen sols una validesa funcional: ne sembla pas gue
cap dels nostres contemporanis poguei creure gue valgul mes erlid
d'un {savi) registre; car anomenam part’, sembla, un dels ternss
aue es relacionen en una analisis “sense partsy duncs refusaris el
fom part’; mssent dificil gue hi hagi un dndivido gue no pogul
#nalitzar-se, no hi haurLa manara de tenir guelcom gue pogués tenir
=} Fiom ‘msense parts’ per ailng el punt findrie una definicid
A f'ijsa, ery 1a ﬁiqa gue a sonvertim en no formal =) rebuln de
inlcid ens convide a reitzrar 1 andlizi de parts. €8 tracts
donces d'un sogistre gque va bd, gue 2z dtil, 4L per alzd ladmetem,
ﬁeﬁv ~m ooue na hi o ha agud gap altre pensament qus no gigui =21
limgddistis. &Aixd vol divr gus 2 afecta: no Jingistics un punit &%
o f -

qua loom EHfiLREﬂthﬁ\ ebit Lasa S S 3 DM 4 BREASES
partzs; =n d'altres paravles: &1 punt {no 1Jngu1*t1r} tindria semprs
algun continguld ldagic mentrs gqup el punt linglistic sarisz un

registre.

iedid surlidiana e linis -1 = IR
mataivns sungsits que Ia d=2i pont, 1 totes las
alternatives 2n sdn aixi mateis varianhts (com sSs20gre
zant definicions gie mio siguin numdriguess). Pard oal
une tal definliclid de linia no deiqs o introeduiyr uan
(tot 1 gue &s tambed prow comodsly d una banda é&s o oun
cutile la sevs conversid ne formal tabliogs a re
BERS anplada 1 & efscigs gractics @ tracita s
Car oD quhimzn amiz algun coantingut 14 ( mmicom moli
conseryen @l pensamnent linglistic (=1 ngazre?, Firns
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Les dificultats es rescldrien potser si hom tingués les iinies
com a tracos continus (si de manera indefinida, el mot linglistic
ens obligaria a anar reiterant la determinacio quan abandonéssim
el pensament lingdistic), en la construccid de les guals tenim
presents wuna série de regles o de registres, entire els quals es
troba per exemple que cada tros del continw 4no té (no ha de tenis)
amplada®, guelcom gque no pot passar de ser un registre, gue se
zubsumeix al final amb 2] registre gue el tros considerat sigui un
punt d“sense parts», perd que ens fa prendre prou precaucions a
1’hera d'estudiar els nostres dibuixos i les hostres maguetes.
Alhora nosaltres tambe explicavem (perd no sempre)} 1°'0s dels noms
per la propia dada légica i la seva analisi i1 en la mesura qgue
comparem i estructurem les diferents cosesy 1l afer llavors —— pres
no lingliisticament «~— segurament remetria a una andlisi (la finor)
i a les coses fines, i a les coses continues (sense baver-hi mai
un comengament lagic genui), gque revestim lingiisticament amb. un
tgense amplada®, que accentua les precauwcions a prendere on els
hastres estudig. Fensada des de les nostres definicions
linglistigques de punt i de linia, la geometria esdevindria doncs
una disciplina no natural (21 punt i la linia tindrien un contingut
“idealn): tanmateix notem que llur caracteritzacid lingiistica ens
infaorsa sols d'una negacid linglistica, aiwd &5, des del punt de
mira d’'aquells continguts no hi hauria de fet geometria; per sixd
agquesta disciplina es descabdella efectivament amb els nmostres
dibuixos i maguetes mentre Ri ha 1l afeccid d’ aquella
caracteritzacid lingldistica.

Faral.lelament 'linia {o segment) recta” 1 ‘corba’ remetrien
també a aguesta doble possibilitat linglistics i mo linglistica:
d’una banda semblen noms 1°uds dels guals enviaria a la dada lagica

N =

(i la seva analisi) i a la comparacid (i a l'estructural. D' altra
Banda es tractaria de «linies», aixd é=s de tragos contipus,
“il.limitats», cap tros dels guals «no tindria amplada», eto.: per
tant 1l’ambivaléncia limglisticasno lingiiistica de la geometria es
mantindra en tota circum=mtancia.

Notem gue guan ez té la recta per la distancia més curta entre
dos punts, si és cert que “nosaltres anomenem la distancia d’alguna
cosa la linia recta» (Aristotil, De caelp 1.4,271 a 13%). liavors
hi ha un problema d'usos de paraules: la distancia sembla la recta
gue no comprén els extrems gue disten; perd si ‘distancia’ &s el
nom per a diferents trajectes, llavors ‘la distdncia més curta“
esdeve agui simplemant d’igual ds que "recte sntre dues coses ' 1
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si les Ycoses® sbn punts «sense parts» llavors “la distancia més
curta’ (i si voleu "la distancia’) és agui d’igual us que "recte’:
hi ha un encreuament de significacions lingldistigques {distancia,
recte, etc.), de sinonimia d’'usos ostensius i d idealitzacions.

En gualsevel cas "linia recta’ i ‘linia corba’ semblen noms

per a individus (i estructures) -- per tant per a guelcom
positivament donat (sempre, és tlar, gue no considerem mers
registres) -—--— tot recordant gue ni ‘recte’ ni ‘oo’ ee

circumscriurien a les linies (als segments), perd aivd no seria més
que 1 fet que les coses rectes i les coses corbes séon susceptibles
tde bastir les respectives comparacions i estructures™.

Llegida doncs amb wlls moaderns la. definicid euclidiana de
linia sembla equivoca, perqué ‘llargada’ seria un nom per a la
dimensid, 1 una linia corba mai no es desplegaria en una sola
dimensidy a mész 1 'Us del ‘sense amplada’ el considerarem una
determinacid merament lingldistica gQue remet a reiterar les
determinacions guan esdevé quelcom no merament lingdiistic. La
dimensid no sembla tenir res a veuwre en principi mi amb segments
ni amb linies, sind gue les dimensions es determinen probablement
en l'analisi de quelcom, que en conjunt no és solament visuwal; perd
hom no usa, sembla, el nom de ‘dimersiéd’ meés que per rad de les
diferéncies que s’'nhi trobken, on, literalment, hi hauria tantes
dimgnsions com es volgués, tantes coam va permetent la diferéncias
sabam per exemple que 1 'espai que hi ha gntre la paret i el meu cos
€s  fonamertalment tactil (i motor) i gque la m& pot anar
determinant-lo diferentment ~« i 1'espai visual de la taula permet
mil i una diferencies:; en conjunt 1 'espai és el camp de la
diferencia. En aguest punt s'admet ja gque recte &3 una dada fagicas
pero alid gue &5 recte no cal gue sigui sols visual, com sigui gue
reconec tambeée tactilment (o motorament) alld gue és recte: sens
dubte qualsevol reconeixement recte individua una dimensis, persd
qualsevol altre també ho fa, com els reconeixements gue els creuen,
etc. D'aslguna manera individuem les dimensions en la rectitud, peréd
n‘hi ha moltes, alhara gue el nom ‘dimensid’ no té simplement el
mateix gs gue el de ‘rectitud’ . perque ez diu dge les estructures
de rectitud diferents en 1l andlisi de 1 espai®.

“Ohservi’s gue qualseval definicid geométrica pot contenir, si
es vol, els moviments del cos que hi duen, perd no sembila pas gue
bom pugui estalviar—se 1 individu a definir: el fet que 1’ eix de
rotacid d'un cos romangui invariable {(qQue coincideixi amb &1l
mateix) no ens liurea wuna nocid de recta per la rotacid, sind per
si mateiua.

“Cal no perdre de vista que ens movem a nivell de 1‘espai
guotidia i euclidis, i que #s un tal dominmi d’ aquest espail (de les
seves relacions) —-- 1 de la teoria num&rica -- el gue permet
td’altres passes logiques que alhora remeten a noaves concepcions de
l1'espai: per aixdo aixi com hi ha alteracions semantigues en 1°us
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L‘analizi de 1'espai en llargada, amplada i gruix {(per al
rerafons de 1'afer del sdlid, cf.Eucl.XI.Ref.l) respon segurament
meés a motius d'utilitat del lienguatge 1 a la simplificacio de
1’amalisi, que a la légiva de 1 espai. No @s pas que no 8 hi donin,
2ind que tres dimensions no semblen determinar 1'espai. tot i gue
sigui cert gue en 1l anilisi d'un espai hi ha com a minim tres
dimensions -~ llavors 1 ' espai quotidia i euclidia té com a minim
tres di- mensions: no hi ha aqui un espal que tingui com & minim
dues dimensions ni un espai gue ti#ngui com a minim guatre o mes

dimensions.

del mot ‘nombre’ (nombre natuwral, real, raciconal, etc.), aixi n"hi
ha en el d’''espai’, etc. Fet i1 fet é#s sols des de les reflexions
sobre 1'espail guotidia i euclidii que un cert ambit de la filosofia
pot fer sntendre 1 agceptacid d'altres llenguatges abstractes, fins
i tot guan considerem la geometria euclidiana com un cas particular
d'aguests ultims: com sempre es tracta d'un cas de domini de
fiivells basics 1 de la capacitat abstractora (i linglistica) de
1" home.



Anem entenent doncs per qué 8! segment o la linias no findrien
res 3 veuwrs amb la llargada:r: pergue la dimensid detsrmina emn la
ractitud i no determina pas quines {i com) han de ser lss altres
dimensions, fins i tot guan reprenem en una sltra dimensis alls Cjae
ta primers determinava, mentre gue uma iinia no aoomslaix ni la
rectitud ni la indeterminacic d'una altra dimensio. Fer tant Iss
linies 1 ols segments semblen determinacicns ad Mgs. que descobrim
@n les coses o gue ens dibuixen en =1s nozires papers i que definim
mitjangasnt registres gque, =n part, no poden superar =1 contingut
lingdistic.

La definicio de superficie {(cf.Ewgl.l.Dei.5) ia llegiriem
d acord amb el nostre fil conductor interpretatiul =i les
suparficies tinguessin com a4 minim duss dimensions, llaveors totes,
excepte les planes, no serien zuperficies. En efecte &= possibla
gue les superficiss nmo tinguin res a veure ambh el fosbre de
dimensions com s analisi de l'espai, sindg gu= "superficie’ sigui
U altre nom per a certes coses. Recordem que e mot cosa’ i el

mot Tezpal’ son en una atcepcid dius  imtercanviable pera en

algunes circumsténcies no, i.e. gquan ia cosa no és REDAC ldlq ara

ategim gque de vegades son tambed d'us  intersanviable Tomal
& 3 YEn

‘espal’, 1 ‘superficie’: nosalitres reconeives 1 eqaan 2 A
que hi ha difaréncia, per aiud la difersneria wi teual, hactil i
motora {(sobretoh) anfren en 1 anilisi de ! espai. Hi ha ner hand
@més cosa guan ML b nos diferéncia o ung alirs difersncia, aus de
aﬁégaﬁ%ﬁ% vl dir també mods ﬂLmEHE'Qﬂﬁ} @ry hrem brra b

i ovelsm Ccoses noves i quan snfonsem 1a
Vexperiéncia o diferencien =3s puntas tactilio-m
Uzam doncs 21 nom “superficie’ 1 =l fom L
caloul Fixar la tgica 1 els noms: duss pe
superficies al costat d aguestes altres cases !
altres dues pedres que acabem S eebomrlar H .
Pidnterior de ia superfTiclie, que encara 83 reco

ma al Far 3=

maostiren
reats del ter'ﬂﬁv @ate,. Quan no fixem i
COMBroven L amparficiﬁ' i fintwrior Mo

ho aixi —— per a sxperisgncies de cada dias 101 ol e la
CORS OO0 no Boreconglides ara lnteriors sigui mas e la guﬁer{icie
e L dialtre fonament 189in matural: esdeva qu=lcan afect{m ﬂumﬁ
paraus hi @s, remet {vagamenth) i o
srittncies passzades. Per

""¢ ﬂi 3=

T onsanents, COSES frﬁﬁ
rmflﬁﬂmliLhaf‘Q1 2le difsrents  nmaons
rEsponan & la circumstancia que =1 Ciii b
2% poden agrupar (=3 nent al

V'enfonzsaaent,; e2te.,
wostat de la superficie del terra, de
gzl Tamg to = L

d'aitres para :
31 ﬂegﬁﬁ [riz




EE Sitomrficliss

T3 individu oue

0

ciespail, I no serien zzscalenlts mes gque peEr
planes. &n 1l accepcid gque 2 pla fara ilavors BOUE
té moltes dimenszions, encara que cal brobar—hi com @ ginin dums
dimensions diferents 1 no pot fenir com & minim Fres dimensions
diferants, Fotser val la pena ategir gue [a defipicis argquimedians
del pla (4de les supsrcifies gue tenen els mateixos @rtrams, =i
aguests extrems estan en un pla, =1 pla &5 1la més petitaw: no
defineisx propismentc el pla, sind gque estableix una relacid de
superticies,

Far tant no sembla gue puguem acceptar facilment oue  uns
superficie sigui allé gque sols té llargada i amplada; més aviat las
superticies sén coses {si volou: coses espacizls) gue oposzem als
s@uUs interiors, a les quals afegim la comanda lingilistica gqua =iguim

Wi purd® superficieh segons @ls suphsits de la linia i del punt,
g & dir, gue qualzevol linia que continguin no sols sigul on
L.2.5ensa
beummiven
Lown punt
s 1 hors

gualsevol tros dsense ampladar, sing tambe dsense griuius
ifnterior!, que no poden passar de ser reglstres, gue se S
al fina!l amb 21 nou registre qua =i tros considerat sig
“sense partsn, 1L gus =21 mes e tenen una eficag ubtilitak
de 'estud] dels nositres dibuivos i maguedtes.

!

]
)

La concepoid geomditrica de superficie domes o
wite dobis nivell: mentre ronsidersm les superficiss
t all ral i ocom b podsm fer de 2t
i sticamant d acord ambh sls trets de les linies
] I gue peEnsem alvi matesis de manera Firpgiid,

oo nerrye d
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559, apunts =obre alouns postulsats.

Frou de les interpretacions gue s han fet dels tres orimers
postulats dels Elepents estan relacionades amb la circumstancisz de

garantir l'gxjisténcia de liniss i de cercles {(aixd seria valid tant
per a uns lectuwras aristoteliitzant com per uns gue bBio contenpla des
de Flatd i les dificultats d’ acceptar—hi movimentli; és «lar Gue

tambeé es poden lleqgir com 1 exigéncia diusar sols regle i coampas.
; G f

Far aiud é3 potser millor enfocar la gilestia d una manera Gue
sigud ntil par & la caracteritzacio de la geometria, seguint =i
nostre il conductor seobre les relacions entire pun LA i
per exemnitle podriem remarcar, & pranGsit del oein
La determinacid d'una linia 8 un valoar lagic p
conztruccid, 4 tant Luna com 1 altra tenen ban
dezl de la comanda. i
dimuiixar

QUE W punt &s ouna
cas de poder fer-hkioooa
wEMOLA Que no L haurams

= S e T

%\'M . ““o

Aeuit penty ey

triom Lamiod
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valau, (en la mesura gus @s possible) l'estipulacis fue 21 pun
ha de tenir parits i que la linia taspoc no ha de tenir ampladsa
Grueix una 5uperf£§&$é&uihﬁ%g'Q}pmra géudeixen_(si ¢é5 I g
d’uma base ldgica: per @xa%gle N serla que 2ilsz edtrems de las
superficiss =iguin Iinies {Dat. &), pergue  cortament podeam
analitzar-hi linies, o que les linies que un=iven punts dun nla
pertanyin a aguest pla, pergqué de fet dibuivem limies i M quiEas
punts en el pla o podem trobar {(si me&s no dir que n"hi ka?) linies
i punts en 1 analisi d‘un pla. Endemeés qualsevnl sztudi defpla o
qualsevol estudi de les seves propivtats a partir d uns gualsseval
punts i linies o de llurs qualssevpl relacions també esdevindran
segurament postulats (per tant n'hi poden haver una munid de
diﬁ?ﬁfnta, depenent de 1 habilitat de 1 'sstudids): tanmatedix zemblia

il de buscar—hi la definicis del pla, si &5 gue anbk aixd no

&8 vol dir la manera de considerar els punts 4 les iinies en e!
pla- w FHL M\!\'MJ»G%V o ey Mhﬁ:hﬁ Y l-'-{

=
~ o T
T

ARliora la determinacdd de dos plans que es areuen =n una
recta (of Eucl X1,3), de’dues szupsrficies en una linia, de dues
linies en un punt, @ quefuna linia divideix suparficies i plans {1la
circumstiancia gue un pla o una superficie divideix 1'wspai, i.a
solids - cf.Eucl.X¥i.Def.? —— t& un particular punt dintares =z
partir ol los linies i dais punts que =i congideram,
f.Eucl X1.Dafs,.B-7), 21 fet que una linia creus = iols per un punt
(ef.Eucl.21,1), ousn dues rectec que 25 tellen =stan =n un pla
(ef Bucl oXT,2), tots els postulates d'un gualisave) Lmoipi da
continuitat, etc., asdapten i sstudien les linies i eis punts @n les
considaracions o espai, i mostrarien par fant 1'us de linies i de
puntgq =to .

[ -

i
=

e

S %8, E£ls angles.

Gualzevol entitat gecométrics Hue 2s dregs & partic de liniss
tindra constaniment la deble lscturs de  ser una  coenstrucclio
meramant lingdistice impossible de representar i 1a O esdevenis-
guelcamn que individuem #n 2ls nostres dibulixgs, Ccosa gue no impl
guer la sublimacid linglditics dels punts com & guelcom 4senss par
iode liniszs com & afers: dsmense ampiada® {1 dg tores
corresponents antitats) no lleva gue hagim d individusr e piuesa

antitats geométrigques 2 partir d'aile qua ne és mer regishtre:; car
tas continguts linglistics gQque =50 merss n =
impossible {=n uEstes attures del descabdellamsnt

BaREa MOVYa.,

i wmos no s admel e
sabretod dels nostres di & izs
pard també dels  marcs 5 per
habit;:Lgnﬁ, 2tc, Pard §'anglz2 no 23 pas i 2
camorensn, sind alguns individuscid esrtrs Do limies., i por ia
comparatis establim @3 més L gl AR ys. LHuina gz, omrh, aguesha

individumoian?
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Circumscriguem-nos als angles antre linies ractes en =21 pla.
L.a definicid dels Elements {(Eugl.l.Def.8) podria valsr en la e
gque “inclinacid’ no éz =ols un nem per 2 la tendencia o ‘una cosa
cap & un costat o cap & un altre, pergue l'angle recte, en agussta
ameepcid, no e inclinacid, o no eztimem gue en tingui. Fet 1 fet,
malgrat gus hom hagli volgut provar 1l euisténcia dels rectes =
partir #de la caiguda d'una linia damunt d'una altra, aixad

sembla una dada lagica gque individuem, 1 en el llenguatge quotidia
considerem gue N hi ha inclinacid d'una linia dagunt d= 1 altra
(és el limit de dues inclinacions). Perd sntenent” inclinacid com
la meparacid o la divergencisa entre dues linies gue == troben,
llavorsg ~— coam sempre —— tan "separacid’ com ‘que g troben’ =dn
nom$ gue = usen tambg per a dialtres individus gue no son linies
ne *Foses gques == troben {no sembla haver—-hi mali un comengament
gexniei ).,

gs facil de veurs qua els angles gque s’ inclinen cap &l coshe
gz 1s EEQGH& limia =&n els aguts, els gue =2 i’ allubvyen méa els
Dth_ Dialtra bands &£ COMDProva.gque una sepsraclid o diver 1

=l st 1v~duﬁwhn anglse, L gue la separacid en gualsevol cas,
1"anglie, =2 un individu gue estad entre les linies.

ta definicid d Buclides ssmb
gl mot “dnclinacis’ . L*angl@ n
direccia esntre duss lini rectens gue .
individusm L 'angle, sind qua diferencism 1iﬂias, & N0 S5, Oe beeld
now | gue hon usl ‘diferéncia de direccid’ com .
‘m@paracid’,  Tdivergencisa ., ‘oberturs, Eth. RD'altra hQandas o &%
Gﬁh&qallr1r éﬂh la q4unr1ta_ e FOTleQ per a dur una linla a
17 altrs ﬁgﬁﬁﬂhh : . R =2 i T E R R RN P e R =Q
et (IR L@IQHi$¢ﬂdLVlﬂUﬁr I"angle. Finalmeni
seria @1 pla que ﬁlimltmrfﬁﬁ lees dues linies, sin
ad  higre . :

3
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igusltat de dos angles rectes

B fothoe sn ele azszunptss guotildiasnz,. Co
@l ha =NmLlg o Cans podem
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igualtat (valorada aixil) de distancies des de la vertical a punts
més o menys equidistants del seu peu®. (Recordem al lector gue els
Eiements «“proven 1 existéncia d'angles rectes» a Eucl.l,11).

$5a6. El limit i la fiqura.

A Eucl.Il.Def.l13 trobem el terge 'gPOS Ty gue podriem traduie
per ‘"linia divisdaria’, ‘partio’, sens dubte un terme de camp en
els seus origens, perd que en afers geométrics potser val la pena
de traduir en coniunt per "limit’'; el limit &5 doncs guelcom ben
patent del camp, dels nostres dibuixos, de les coses, de les
maquetes: el limit individuwa guelcom respecte al gqual es diferencia
quelcom. Per tant usem uns tals limits en les coses planes 1
gspacials, que s’ individuen, 3i eg vol: amb els seus limits {i.s.
els limits entren en 1’ individu), amb 1’ afegit que podem individuar
limits arreu en les coses de la naturalesa.

Una figura és ~— segons £ucl.l.Def.14 — un individu limitat:
les linies (deixant el cas de la circumferencia) i els angles no
esdevindrien probablement figures (les linies no «contindrien® un
individuw); la giestid remet en principi al mer 4s dels noms, perqué
es podria entendre per figura {1) les limies que tanquen un pla o
wn espai; (2} el pla o 1l espai contingut (gue les comprendria)ls
{3} la forma. Perd "forma’ sembla un mot d’ds proper al de ‘cosa’:
an dir que dues coses tenen foraes diferents, la diferéncia estaria
erntre les dues coses; aixd &8, el fet gue parléssim de Ia forma
d'una rosa i1 de la forma d'una pedra respondria (i enllestint ara
l1"afer de pressa) a agquesta estructura entre la rosa i la pedra ——

®Una glestid de matis gue ha anpat sortint més o menys de
manera implicita i gue ja hem estudiat ( f 8Y: la relacid és
d’'igualtat o és upa diferéncia d acord amb la sintesi dels termes;
chservi’' s gque '

() (2]
son diferents en tant que hi individuem en els termes el camp
visual, tactil i motor (per exemple dels ulls), i sdn iguals en
tant gue hi individuem en els termes visualitat {(tot 1 ague
determinem en tois els camps, cf.per exemple¥f2), ater aue val aixi
mateix quan valarem iguals dues coses per d altres motius que els
del camp visuxsl.

En eis casos gue hem citat {cami pel camp, plomada) 1a
igualtat dificiliment sobrepassa la valoracio, gue més aviat sembla
provenir dels nostres aprenentatges (el fet de travessar el camp
pels biaixdos duw i esforg igusl, 2tc.), sense qQue wuna tal
valoracion sigui arbitraria, alhora gue podem cercar d altres
mitjans per a assegurar—-nos—en {(una corda, per exemple).

D'altra banda podem inspeccionar la igualtat d angles—
distancies dels nostre dibuixos tot medificant—-ne la perspectiva,
etc. El lector observarid gue hi ha tota una imbricacio de motius,
finsg a arribar a 1'us del transportador 1 a 1 estudil numéric.



que Lambe £5 una estructura de coses, a aes d
1'0s de "forma’ pergue lgzs coses no 28n igualsT,

Apropant doncs (23 1 {3) tant legs linies
ailids serisn fiuura=1 mentre que caldrias rebultiar
gz un hom no velguses individusar sals linles: tres =
marimes no sebeien individusR®mai ' estera, etoc. BN conse
gl fet de reservar en geowmetria el mot “figura  pevr a (2}
e%tjaula—‘d linghistica. amb wun 1Gnamenti oy compirensibl 1
zhies Coses geoméiriques {triangles, guadrats, cubs, sktc.) st

p=ri

11m1tad9¢ pels postires puntﬁ. linies, superfTicies. geomehric
Frenguem guelcom ben gquotidid: on prou jocs infantils cal
Ter un cercle, gque és 2l lioc on &fls nens s salven, mitjiancant una
canya qug grata 21 terra mentire 1 nen gira snbre all mataing &1
nen vepassa; acabads la f2ina, que la distdancia antre un punt 1 o2l
S84 co% sigui igual - o la conzidaerdi iguwal -~ a l& que hi ha antra
2l seu Ccos 1 un altre punt del solc. punts gue marquen =1 limit del
carcle: peragud, =1 gn mantsnic iz canva feras sshina - Ianvs 1 OO
fent un tobt -— gus conssrva la dthéﬂCla entye la punta d asgusllas
L els ssus pous, on censtruir el cercle no sols no ha bi tl
seguratat de no moditicar significativament aguella o +
com ha durat ! soviment, «fra gue Lampoo no ha oo
la igualtsat de : durat =i gis
getearminar la i o

wrrhere dos
2ol 1 el seu cosy ] gica ¢ la construcola
i &l reconsixemer :
resul tamt, Dué
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i gue «exactament igual® implica que hom ho td per Jdgual: perd ho
te per igual guan Jutis gue hi ha igualtat logica SR, altrament
esdevé un registre. D altra banda tampoc no ki ha subhstiitucid
logiva: en definir gue tots els punts {1locs} sén equidistants del
centre, no hgm de prendre’ ns 2ls registres linglistjics rom a claus
de logica nuiggxﬁéh: xtots®, en aguesta accepcid no %éﬁ%ﬁg, s¢n els
punts gque hem considerat, i respecte delz quals Jjutgem gue el
rentre &s troba sguidistant. Un cercle dperfecteh és agquell =n =21
qual greiem que els punts consideratsa fins Qﬁ,sén equidistants -
altrament &z un reaistre amb afecqioj no P Mentendre afectivamant
{idealisticament) els registres, ajquests contenen més icgica: per
tant =1 cercle o ssdevée un registre lIingGistic, o &3 una
consideracit d’igualtat de distancia i un reconeixement de sintesi.
Un treball légic.

Ferd insistim—hi: podem considerar perfectament que el cercle
¢= una figura plana {4sense gruix®),.limitat per una linia {“sanss
ampladan ), «iots 213 punts depuqualﬁ equidisten «@yactamenty d’'un
punt central (gque “na té& parts»®); podes doncs registrar molt bé
totes les entitats geomdirigues de tal manera gus sapiguen a priceri
que Ao existeiwsn cercles aixi en la natura. Es Ltracta més aviat
gue veiem malgrat tot que nosalitres mai no podriem treballar de fati
amb cerelas daguest tipus pel fet gue no existelxen mes gque Com
2 contingut (linglistic) légic, i gue una tal informacic 25
negacians, i la d un #tots? gue es referaix a pnEcacions 1 Gud sols
pot garantir guelcom que s analitza en formalitet (Tlobse’ ) 3
afercid, sibo.

Fivwen-nos tambd gue la definicic gendtica consistelx a afeglr
deterainacions: la o’ una comsnda més la definicid de reoconelixemnan
o la o una comanda, 14 conssglient construccics i Ja corrasponsnt
dafinicis. Certament es polt intentar de definir dconstruir
ceroler, perd llavors no definim scercler,

ot

3

Tant el centre com el disdmetre ss descobreixen en 1 eztudl
del carcle. Dbheervi' s solament gue gualsevol arove del f=h qgue &)
diametre bissca el c@rcle éz fuhil, pergud en gualsevoel cas la
igualiat dels senicerclies éz una dads de 1l manipulacico § de la
inspeccid ingica™ la impossibilitst 1 la futilesas deriven del Tet
gue a partir d linias i1 ¢ge punts bom no prova :
- ] Foo
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5 5$n La defindgin de linies paral.lelzs.

Gualsevol aproximacid al ftarannd de la geomstria, com la gue
proetenem aqui. topa amb la gldestig ds les linies pwrat.*elea. £l
nombre de treballs sotire el tema ds enorme pergue s ha valorat gue
Euclldee astableiv 21 postulat cingue com un feonament dez fobt el zzu

istens geombtric; d'altra bandas els esforgos per a demostrar-lo
s*nmn %kfhﬂﬁﬂ;aa+aia durant seglaz, alhora que se n ' ha defengat, &
partir de la segons meitat del segle dinouw, ta indemostrabilitat;
a més les geometries no euclidianes suposean precisamen? un pestulat
difarent del d Euclides. Bembla que tota mena 4 obstacles 3 drecin
davant nustre per a impossibilitar—-nos-hi un mCCéS,

-

< Tanmatein la dafensa que =21 postulat cingue ;g‘demaatrable
oTne ko 2 sembla circumscriure’ s al fet de «trewre’1» de gl loom
& de dno trewre-l‘en® iserien la resta de proposicions laes gua
#surten? del postulat): perd un momsnt 10g0ic gue pasSsa & W Sego
ne fa l'efachte que el substitueixi en cap accepcis, ni gue el sagnn
‘2n rebi res en tant que element ldégic: si dbtreured® un momeni o un
altre vol dir sels =21 pas del primgr al segon, llavors toh es
demostraria ge toty =i vel dir que és uma anaiisl d'un individue es
seaqur $i M@ no gque la determinacid de 1lindividu gue €3 una part
té s matsixos drets gue la de individu gue és un tot {1 aquest
alhora pot entandrs’s com una analisi d'un altre individal
1L individu cregut important #&s  la part, dlavors la  sin
postariocr detersnina gquelcom gue no surt pas de la part. Mo sesl
dancs gus hi hagl zubstitucid ldogics de cmﬁaﬁ aﬁr d'altres cos
e tindrisn e st LA BT & a far més loglauss
les primeres,. Dndemés la “pﬁt Cid o dun matai: mamant lagic &= 1s
+

P
ra;arlﬁ antres JTuns i 1'altre i l1la
W

-
5
+
HER

determninada (&1
fwt o haver—-hi repeticld  en tan aus oposat & e smzva
inconscisncial .

La captinenca de la demostracid esdevé aixd gueicom = *“aatar
com s problems, ot 1 oglde ara no @s tan isportant el pergus s ha
cregut =1 postolat cingué principli de demostragis o

compartaiy ambd gualsseyel altres principis - com =23 11
ocupa.  Fge bacd indicaren gue cal entendre en gouomelr
dCaravar® 1 fdemgshtrars f ss 6&-%31r wrn  procés  refled
~anionalitati, a partir del taranmd del gual determine
manEra wags: un aprenantatyg i

& R

@i o sanbla pas una

(b N gé.m cap racionalitat}, sind una dha
M neixin poques confusions pel et daplicar

sTorosan &

cantinencess G raTtionsiitat
Lt

Grupsm-mos o oL Lded 33 los lindes paraslclsliss,g g
dhite no&s braben s2n alliscgar—les P amiciaments Ui e Fol-N bl =T
s linies® deltarminag sl oomn [y Tt n:sid&*e*;ﬁ i
Prainddefinidamaents? o ol dmanse Jimitd Lt ey ietee parﬂu& ]
ME ha cap altra determinacid ogue admetl el onon " gense Liait o &

-
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clar que poadriem prendre la definicid cas  a mer  contingut
(lingtistic) logic en l'accepcid que wuna linia «no té ampladay» i
gue estem parlant «d’ unes tals linies nerllongades indefinidamenty:
pensariem doncs {meres idealitatsy, perd, com zenpre, ens zeria ben
be impossible de continuar gqualssvol discurs amb 2lz pensamants
jingilistics de negaciunﬁ..%‘ffﬁr EEPCE ans trasltada pel cap alt

a dues linies lacicament Eégéiiiég-a un registre, per tant hi ha
aqui més el gaudi d'un valor SASSEE 0 en la Sxdefinicin del fet de
ng trobar—se gue una caracteristica gins G b
les linies paral.leles. Aixd valdria, &5 clar, tant per a1l giscurs
que defensés que leos paral.leles. no es troben si les zallarguem
indefinidament com per a aguell gue afirmés gue es troben en un
punt situat a una distancia infinita, com tambe per“ﬁquellg que,
prenent la linia recta com guelcom «perllongat indefinidament®
aceceptesszin que les paral.leles no tenen cap punt e coml.,
: { dtadil 2 aden

La definicid no afectnda de les paral.lelez torna a admetre
doncs 1 eguidistidncia com un dels saus  trets caracteristics.
lLlavors padria fer aisi: duss linies rectes = anomenen paral.leles
‘quan els diferents puntz de 17una son eguidistants seguint la
perpendicular i respectivament equivalents direccions als diferents
punts de 1 altra. Hom podria usar el mot ‘“tots per als punts, pero
1'eficacia légica no lingliistica no fdra meés girang d'altra banda
1 esment al pla &z sobrer: no ssmibla gue Tingul cap obligacid
d‘haver d'incloure 17 individu gque és compras entre les linies en
=] reconeisemsnt de les paral.leles: X la parpsandiczulsr & uana linias
tampos no individuas el possible pla entra i=:s paral.leies, 1 1la
igualtat de distancies dés una relacic l1égiloca valorada aiyi. Llavors
dugs liniez eguidistants 4no es hrobaran =i les perlionguan?: una
tal certesa lingilistics ne provindria pas de ocap altre fot gue de
la circumstancia gue 1 egquidistincia no apropa les duss linies 1
gue no  tenim mes motius per®oresure gue ho  Tasin  guan |
parllionguen romanent d una manera eguidistant,

Observi’ s cue 1 equidistancia no val pas dir gue una linis
com un tar es trobi equidistant a l'altra com wun hot; en aguest
zpntit la demanda de provar gue =21 liloc geomdiric dels pusts
aguidistants d'una linia recta sigul precisament una limia racha

- Ty ! . .
zsombla sedtsedon algunes confusions. Estrictasent parlant una

colia de punts 2 e (1 &5 capag JdCindividear una linia
SEnSE 1a ratl CorFanpnnen i pyes oy ia gefinicid oy

1 equidistancis no solament no pot provar gue wuna colla de punts

souival itogicamsnt s una lindis, =2ind gus i he lntenis, p2rgud
1 okienaid Adiiar ner = la linla suposadament donade: wna
Tirmia com a tal no sguival ldagicamsnt & wne colls de punts. 5
1a definicid no determina propiament 1 eguidistincia
Linia com un tob i owune @&lhra linda com oun oy as brac
d4’una mansra de goerlar, peErgud Deguidiztangia gz troba

punteg de 1'ung 1 de l'sliva: aihors qgues no 6l hauria
[N ; o . LY et = k. :
- i : AT . it 0 RS BV LS
sompra en aguessits contax tc:;e}_[, guz la defisicid analitza
I W

[ =
coses, gus agui, Lbrachant-se o urne relacio entis

L oskeasius



individua a mes distancies 1 les relacionas, 1 que tof aixd rep
alhora una significacid merament lingGistica 3 partir de les
concepcions lingilistiques de punts i de linies.

Fet i fet anomanem  convergents’ les linles, les distancies
entre g2ls punts de les gquals van essent més petites, i Tdivergents’
guan va creisent, sempre ?ﬁgyint per exemple les perpsndiculars 3
una linia, i seguint*les’en un ordre d'eguivalent direccio. Ferc
tractant~se de la relacid entre duess coses hom ha de relativitzar
1a manera com definim la relacid entre dues linies, i potser calgui
sgls distingir entre manerss mes planeres do definir i maneres més
complexes: per exemple hom podria definir, com s 'ha fet i amb
encert. gue dues linies rectes & anomenen paral.leles si o uns
& BETe contdé dos punts aposats a dos altres punts dee 1 'altra
respecte al punt mitid d'una tranpsversal, per exemaple

A B < ‘
1"-__. ] 4 g
- i 4
B T -
w e
-
O/fhn—
’ -
- i o
P L Tt
A
C >

an 8A' &= la transversal escellids, i B oposat a B raspecte & O,
C'° a C tambe respecte a O, =2tc.

5&33, Introducein al cinguée ngstuliat.

lLa circumastancia gue les paral.lwiss no giqﬁuiﬁ cap Dunht oen
coml éz un fet, essent la resta undvalor aTecdiNe. BRecordem gus la
definicieé de les paral.leles, a part de ser registreo, consisheiy
en una indiwiduagis de linies i en una inspeccisd de les relacions
A acard ambk la nostra capacitat de  recongidar o 3
relacionar—les: individuwem linies on =@s nostres dibuwixos,
axemple, les tenim com tan primes com ens sigqui possible 1 per aizd
fins 1 tot les definim a traves de registres gus ans cohligusn a iz
reiteracitc i oa 1 autonegacid diallid gue deterninsm, COsl Gue nao
mheta gue, & banda dels usos linguiszstics, sols péguem detovainass
ao lingoisticament la  linia perfects, la rechs pariscita, 18
igualtat perfscta com aguellies que determinem com a valldes. Guan
motudiom doncs 21 dibuix o’ uma 1inia frangsversal a duRs parsl.ielss
toy qualsevol cosa gue els &3 bransversal} no Tesm res ass dialld
Ffan e considarar imples parall.lelss. En el dibuisx
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2EG
Ahi ha alguna altra manera d° ‘establir la 1aua1t1%¢d?“' qngl i
de 1'angle F que no sigui a través de ia logica | 2ES NG admeten

la igualtat, gquan no é¢ un registre, tot valorant una relacxé?aper
gud hem de creure que aqudi hi ha un ater divers? Moguis par
escrupols analitics podem ggoorcollar curosamaenht els respectius
angles, fins 1 tot amb 1'zjut d instruments, par tal de comprovar
gque hi bha uel;mm igual -— o descebrir que no h1 ha Jna agxnacta
igualtat, qué"em+& mal dibuixat berquée caldria aue fag sin iguals:
perd unes tals consideracions so6n nones la consegliencia de la
valoracids de les paral.lelesz i de la transversal, t.e. 1a
consequenciax de la valoracisd gquotidiana i gue pem apré=z. Aboguen
en 1‘estudi apalitic i detallat atle que hem aprds en la valoracia
confiada de cada dia.

La valoracia de agualsevel relacid d'angles en 17 encrauament
de dues paral.leles amb una _trangversal meraix  un comaentari
semblant: hi establim igualtats Egm valorem gua =an iguals dues
gualssevol altres coges. I afirmem que la suma dals dos angles
adiacents de dugs recies gque &= tallen és igual & dos rechtas, an
sl cas de no ser un mer registre, quan treballesm amb la logica

PEL SN . Feor z2iud mateiu hi hauria ila possibilitet de definir
les limies rectes paral.leles a partiv de lss relaciens 4’ iguaitar
corresponants als angles gue forsen amb una transversal, sense Gue
malguds dprovar? gue una guarta linia transversal a les garal.leles
tambhe hastely angiess gue mantanaen “mlarlnnq d igualtat: guan un hom
ne fa verbalisme s adona quz no Bi ha agu! substitucid logica, gue
tota determinacic és 4particular® i gue després hi ha estructures
entire particulars, lee generalitzacicons lipgilistiquss, etc.

En el cas gue la trazversal talli duss liniles que no son
paral.leiss, llavors {1 seguint =1 grafic) establim les igualtfats

\u.:l-\ctu.oul-u-\m
moommeerm @ribye 1 4

COmparac LOns  ROar
de 1 i I, de 2 i
a dos rectes. Es3
de 1 igual = % no
manys de dos rechen g
gary auies 2. la muima oie
igual a & &
en @l regishre, gue la sums de 4 1 & d8 efs de doz recis a
niles 1lim pel cantd convergent ssdevé @n gualssvol

i % fan ﬁm" rﬁcteﬁﬁ mbrint 4 fine & fer-io

cgualla suma =upsra g2ls dos vectes, 1 per aluws afirmen,
fa L =

gu@ les 141
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cams una goestia de fTei; perqué, o 3 talien ja, o de fei les
periloguem fine que es tallin: més enlid hi ha valor linguaistic.

Fer tant el postulal cingue podria considerar—ss de primer
ura definicio més al costat de les alires. on bhi ha raegisitres oue
govint permetan, en una part m@s gram o mes p2tita, un gstudi no

4@§%éh°que e2s basa en 1 ' analisi, en la consideracio de relacions
{quan s estudien relacions de coses}), etc. BEn efecte, quan tznim
dues linies rechtes tallades per una tercera i guan per lestudi
dels angles arribem a admetre que la suma d'un angle interior mes
un altre angle igual 2l segon angle interior del mateix costat fa&
menys de dos recte. llavors sovint @3 ficil perliongar ies linies
i que es tallin —— d'altres ja es tallen en el dibuwin. Alhora, com
prou definicions, &1 postulat cinque d'Euclides mantindria molt de
registra: ho féra 1l esment de la suma dels dos angles interiors
{que poadria prendre’s també com wuna manera de parlar, d espressar
un recorregut légicl)., ho fara 1'«indefinidament», i ho fora 1la
comanda d'alliargar les linies, una suggersncia de construcciog
potser ja resulta interassent gue 1 dindefinidamenit® 1'adjectivi:
.tot  plegat ens fa adonar gque ens  trobam BN UN& BMPressis
lingdistica que fa alls gue fem cada dia, un s de- llenguatgs que
er part permet certa ostensivitat i,un Gs de llenguatges com a
registre. Justament pel valor afzceiw del registre urn hom es creu
gus s allunva de qualaevul?caa ﬁnna% 0 gue determina alguna CoHa
= 1 Ay . 3l easy L - -
mis snlla dun fot logic EReSE arniliisa de guslcon que = ialitxa

en ao 1 afeccid, guan el valor léqic ino lingldistic) sdasim gue &3
capar de comunicar aquella expressid rau en dues linigs tallsdes
par una tercera, on seguim la lagica dels sngles 1 on, o les linigs
e kallsn, o les allarguem fins gque es tallen, L.e. tobt un procéds
idgic de reconeixement, de relacid i de construcocid. £l dlenguatge
ha sstat f‘ca; wi pegroetl sixd, is ai_ui 4ibui at o reprasentat.
& 32 siol

i lss liniess sdn mslt poc oonvergenhs @ﬁu n@A iapoas
argar—le pr w? CDertament: pEWJ llavors btampors ne n’ suomend:
Ficacia o Linglids tlca 4‘:" Tt d&‘.ﬂ-——"}:’—l" ane: 25 tallaram™, L ouss
maginacid qusa fa que 22 tallin dmolt llunyy bé aquest valior lagic,
El walaor l4gic del po atlldf Cinquée rau @ proporocionar-nos un
saguinent rpfluv:w geemad . oo wl valor ldgic diuna detinicid as
trobs en les considerscions & las gquals invita., Bl poshulat 1 olas
definicions el lliorse I divergeixen pobtssr en 1a circumstanci
que &l ﬁr‘mmr convida a una experiéncia zogz a2 prog varia (i Ba
wh possible reconeixenent de linies, un rialacions iR
construccid de linies, un @shudi fina i peEr o GbtuG o crard o
gt s, die 1A farﬂulualé 1ing Hi;
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£.55. El sinque postulat i leg paral.lieles.

Tot @l gu= ansm Sones m?ant pot ser valorat, es cjar, a la llum
de lez definiciens linglistigues, que contznen neqa nrw, dels
punts i de lesz liniss, que les «purificarien® L
petés fins drmt el propi Flato admete gque la rac dlsrurﬁlvﬁ da ia
geometria necessita de les figuras imagimades o dibulxades.

Deiem doncs que el valor logic del posgtulat cingue rau en una
descripcid de relacions entre cdzses. Cal establir llavors a priori
la inutilitat d'usar-io per a estalviar—-se el currespDnEﬂf treball
légic, i.e. que alldé gque dse’'n treur val per &1 mateix amb les
mateivns drets gue =21 postulat. Anem a les proposicions mateixes
" del ecas exemplar —— gue com sempre instrumentalitzem — dels
Elemonts: '

tFroposicid 27 [EBucl. 1,271

] i una linia recta que talla dues linies rectes fa gue 2ls
angles alterns siguin iguals 17'un a 1'altre, les liniss ractas so6n
paral.leles 1'una a 1 altra.

Ferque faci la linia rects FF, que talla dues linies reciss
AR, D, nue &ls angles alterns AEF, EFD siguin _ igusls 1 uws &
lialtray

gdic que 8B &= gara*,lmla a b,

Pargqus, 1 no, AB, CD. en ser perlloncades, @z trobaran en Lla
direcoic de 8, 0 o en 1a o8, €.
A ?/ . [

c /F D

erliongui-—se—legs i trobin-ze en la direccid de= 2, B, a 83,
Lilavors, =n el triangls BEF, 1 angle exterior ACF &3 igosl &

1 angle interior i oposat EFGs
cona oue Sie imonesiblie. El1.180
Fer aim BE, TD, en ser perliongades, o emn  Lropacan en La
dirsrcids de B, D,
Qimilarmant == oot orgyar gue tampos no
direroit 3 A5,

Ferd liniss rectes gus tio ms troben  on




Fropogicid 28

Si una linia recta que talla dues linies rectes fa que 1 angle
exterior sigui igual a 1 angle interior i oposat del mateix costat,
g quae mls angles intsriors del matein costat siguin iqusl a dos
angles rectes, les linies rectee SdHn paral.leles 1'una & 1 altra.

Farque faci la linia recta. gus talla dues linigs rechkes AL,

CD, qgue 1l ancle extericor EGR sigui igual & 1 angle ipkterdor i

opaosat GHD, o gue els angles interiors del mateid costat, g sigud
BGH, GHD, siguin iqual a dgs angles rectesy

E
A \a ®

D

¢ L,
N F )

dic gque AR ég paral.lsla a CD.

Fergud., donat 1'angie EGE igual & 1 anales GHD, _

mentre gue 1 angle EGE ég iagual a 1 angls &6H, El.13]

1 angles QBH en tambée igual a 1'angle BHO:

i s6n alternss

per _aixd AR ds oaral.lela a CO. £1.2773

Tornem—his: dones:t gue ©is angles BEH, GHD =dc  iaoual & dos
angles restes. i que =ls angles AGH, BGH sén tambhd igual & dgz
andl=s reciss. [I.1%3
gls anales ABH, FH3BH edn igual als anales BEH. GHL,

Sostregusm_ 1 ' angle BEH de cadazcung
per conseqguient i’aﬁglﬁ restant AGH £3 dgusl s 17 anqLa restant GHDS
i 5350 c:\lr_F”"h""

per aixt AR gz pearal.lela s L. TI.273

FPF aind ete,

Froposicid 39,

Una linia recta gus talla linigs rectes paral.leles faq
angles alterms siguin iguals 1'un a 1l'alire, gue i'angle o
ajgui igual a l'arng interior L cposat, 1 gue els angles int
del matziv costet siguwin igual a dos angles regtes.,

Peraud talli la linds regts BF les linige rechtes oaraj.lolzss

dio e o e ole angles alisenzs ACH. SHD siouin dguals. gue
Vianals exiteris SR sigud digual 3 1 angie interiop 1 oposat GHD
aute ele angles intorieors del mebein costat. o o sigul BoH. GHD,

touin daual a dos

i
=
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Forgue, =i 1l angle OS6H #sz desicual g 1'angle BHD, un o' =ils
ds méds aran.

Sigqui més gqran 1 anale ASH.

Afeqeixi‘s 1 annle BBH a cadascung

ilavers els angles @BH, BEH son més grans oue elz anoles b,
GBHD .

Feré els angles ABH, BEH son igual 2 dos agles rectesi fT.137

llavors els angles BGH, GHD =on menys de dos angles rectes.

Perd les linies rectes parllongades dndefinidansnt des
d angles menors que dos rectes es trobens - [Fost.5]

par aixd AR, CD, =i son perllongades indefintdament, 5
trobaran
perd no es troben, pergue san DEr hipiatesi paral.lelss.

Fer aixd 1 angle ABH oo gz desiqual a l'angle GHD.

i per aixd 13 2= iqusl.

e

Hna altra vegadas 1 anale ABH &= igual & 1 anale Eogy [I.133
llavors 1 angle ESR é=m també iuual a I angls GHD, fM,C. 11
Afegeixi’s 1l angls BOH 3 cadascuns
ilavors mls angles E68, BGH son igual als angles BEH, &HD.
: CTe.C. 21
Perd ols angles BEGE. REH son igusl 3 dops angles ~schesi
A B

1.1
par aixd els ancles BOH., GHD =dn tambd iqual 2 dios rpohas

La proposicis 27 es funda £n Eucl.l.lé, perd el foi caosdal
esta en 17Us de la reduccin a 1 absurd, gue sembla un jec. Motd
de primer gque s2 sSuposa gue ja £ ha provat gue l'angle 7 ha de ser
mEs gran gue @i 4 -~ guelcom agui ja aprds: per aixs hrobem,
banda de la reduccio a 1 absurd, slementz tigicament demostratius
-— pmerd la proposicid Bucl.l.lé, on renmet, atirma que =1 un dels
costats o 'un triangle s allarga, 1 angle sxterior @8 nes grad Jue
el=m angles intericors i oposats, perd aixd £#% una congeqiancia d una

T o
=

0y
=3

]

proposicid anterior, EBuwcl.l.4, aue prova 1a igqualtat de dos
triangles gue tensn doz rostats iguals 4 3langle comtingut iguszl
i la prove @5 per superposicid; no havent-hi gi°F

] o . L . L eieanive .

superposisid, la igualtalt szeria ST e

}'Us o aguest heorana on gualsevol propo 2
Idgice. Llavors els motius pey a no conoedir a2l E o
haurizn de for no adeostar 2] cami idgic de la vreduccildr gerguad

passem de

T ow
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2n la s gque no resseguim registres, 1 liavors. no havent—hi una
gstructura d’ igualtat entre 1/2 1 3/4, alhora assent diferents {172
diferent de 3I/4). hem mostrat que no es tracta del cas de
1'esguertra, sind del de la dretar se'ns gonvida senzillament a una
stibztitucid del cas. Perd eszent un exemple diferent 1 no igual &
l altre, 1" Gnice manera d admetre gque 21 de 1 ' esquerra és 21 de dos
angles alterns dinterns iguals per a rectes paral.leles i una
transversal rauv a reconeixsr-hi pesieiemsimend les paral.leles i
la igualtat esmentadﬂf alirament, com ho sabriem?

. Pﬂvﬁ&&p.dth_unptsu’

Jb=ervi’s gue no pressuposem una determineda ‘definicida de
paral.leles;, wn afer ara inessencial, sind el mer canvi d'exenple
i de la necessitat de tornar al primer tal 1 com I'haviem deiuxat.
En =1 cas d'acceptar gus les paral.leles no es defineixen per no

rmb‘r~—e en cap punt, la prupoaiaié hauria de medificar—sa, pasrd

Fer  tant 1 enunciat de la propoesicids 1.27 sesbla una
definicid de dues paral.leles tallades per una transversal, cus
= acompanya del consegldent excurs demostratiu.

”X
En assenyas la raduccid a l'absurd com =21 métode pel gual
acceptem la propozicid conbtraria diaguella gue cal provar ot
deduini-ne conseqidéncies gue no volem acolliv, s adverheis que, =n
i wolar—he for, hom s’ adona gue es troba en un cas gdifers d Turs

Rl

et L fet agudi com en Buzl.i.29 la definicid de paral.d
per mitjia de ractes que no 25 tallen en perllongar—les &5 3lld qus
pRrmebiria wuna simplificacis de postulats. 51 mes fo | i ]

=
dels Elsments estrebs tambeé sl remetre aguesta reduccid
[}

al principl de no contradicoid, car les linies o as troben o
tircinen, & primer cas és 1 anctat pel postulat ﬂqurﬁa al SEYEH e

1a dafinicic de paral.lelss., per- tant la falsedst 4 oon Cpmet
= "altrer potser caldric gegrcar en acuesta direccid 15 nereessitat
d@ definir les paral.leles per les linigs gue nperllonoades

indafinidament no es tiroben, mentre que 21 postuis

a la necessitat de garantir els punts 4 intersscoio pEr o2& la
canstruccild de figures. Perd liavers haurdiss de difersnciar
azpactes diversos: (1) Dafany de simplificagid {(masigralt ques 1a
resultant sembla sals aparently (2] la definigid lingdistics de les
paral.leles {(amb un contingut 1ogic dz nsgacicnsdy (30 17 us el
principid de ne centradicoig Pﬁt‘ quelocon gue sols @z linglistic
i guslcom gue Lambd polt ser inspesccionst (gue deivs els afers tal
ausly .,
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altre (per aixe hi ha lingiisticament wun ‘no’), zan =21 opunt de
partide palesa amb 2! canvi dexempls. Aixi el motiu per & accephar
alld gue calia provar s@2 circumscriug a la logica ds= la mateixs
cosa’®., '

ia nproposicia 1027, com leE ekltres, s oferzix com &
demostracid, sens dubte, perd ja tindrem ocasid de fractar amb mes
detzxll la naturaless o aguest proc$s, La proposicid 1.2 e
presenta de bell now com una demostracild & partir de L anterior,
i la proposicid 1.29, gue t& ele2ments tipicamant demostratius,
anciou també una reduccid a 1 absurd: arribhem gue lzs dags linias
es tallen {valor ldgic miauim del postulat cingqusl guan duss
paral.leless no sambla gue ez tallin (un fet, malgrat que Euclides
sols les defini aiwii. Are bé: com el cas de les paral.leles és

diferent del cas presentat pel postulat cingud, concliosm gus el
postulal cingue ng tindria cap eficécia 1ogica a 1" hais de tractar

les paral.leles, per més gue els seguits demostratius ens en fessin
Ia impre=ssic.

S BA. L souivslencia de postulsts
u‘l'nmuv .l.u l.a\rtu\,w\hmho e

uma & ia pEr Ui punt axtaErior a una
recta passs =2ols una 1inis paral:-lelas com un postulat aliternatiu
gdel d ' EBuciides. Bl lector podrs par 2l] ssteid] exiresure gus &3
tracta o 'un ordes de construccis Li70 de la constatacis o un fet
logic gue no tindilae res & years amnh =1 postuist o Euglides;
dialtra banda sembla gue no gl pob dmmrstrar sinog per oltis ds
reguccions a 1 absuird Geede-tantob—enree

”ia critica a la prove. par reduceisd a 1 absurd no =t
clar, Tadmlissid d'alld gue =3 volia provar guan 83 el toduti
aguil nue ho poder Lnspeccionar Facilimeant. Moti'z cuross QL@
no ge tractks ars de jutjiar {n sistanatiftsacsid matemdtica dels
Elementz —— uwun dels 1libres més importants de la histéord @ ia
cidmeia — sind dun gstudi dele {onamentz de les dis irme
matemnatiques, =2n laz quaLv s dzisa problesss sdn comuns en 1a
matemdtica gregs i en la contempordnias ne sols n'ds um enponsnd
la reducois a labsurd, sind gue sixi mateiy lisvors com ara hi b
tobka una colls de supnssids. no sempre suficiantment prou clarg, gug
s aEtansn des de io9 sonos Plirracicnal i1 de fss relaslions
entrag nombrss 1 gsometrl valoracid de la ldgice 1 ded
P incial el M contrs I_.L’ -r*?aﬂt mer restudi egc) ia
progoroional itat o del fa s rooss demostratic. Enoeguarem

alguns mes tard.

rew la prova d'Encl.iW2Y 1 del propil opostulat cingus
el Taxivma wemeniat a i Tlors, oer evemple Meath,
T. banks of Enclidg” I o IE-E1E aguest
&i tambd una bona wa Ty igstovigquas o
o cingud pozstulat, 20,




l-a fistéria de les demostracicons del postulat oinouas
d’Euclides ha estat llarga, i normalment han estat criticades pel
wessuptsit de gquelcom que caldria pohser provar. des del nostre
nunt de mira haurdiem de repetir primeramant gune @] postulst cingud
‘Fuclides no semblia tenir, prépiament parlant, capacitat per a
posar 17 EHLJLQHC1J%F9,ltﬁ,@ﬁ paral.leles {aguesissz g8 possen per .
geieme) mateines)y i a?gg1r fque gualsevol altra demostracid del ~- 5
postulat cingua per reduccid m‘1 amsurd & partir d un qu.]q?yuj
pressupdsit (i,e. qualcum igiie “*whxﬁwuréglcnment o Qe =
no an té per a ph_ar i ﬁ¢4¥§;f3 el gue &s logicament pgossible dwj
postulatl c1nqué. gprqué 1'tis de la reduccid a 1 absuyrd palesa gua
hom e Y (e b} lhgicament arrew, per més gue tot esdeve
ancobert par sxprassions demostratives., D altra banda les proves
de los propietats de les paral.leligs 1 de les linies secants sense
rahérraﬁ a la reduccid per 1l absurd exemplifiguen mis aviah una
e i Litat 1dgica varia de les unegs 1 o de les slires 1 de las
sEVeS Drcpaﬁfqta o ilur conseglient atgccoia, '
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Concloguem: en s oresncas gue il s paatu}a?a equjvalentﬁ @l
i que  om G&mms Lraria per
tracta o una sssumpoio
i de szcantz zense més
C11QHé i els zeus equivalents
ta ambrigiitat que 85 mow & i
] pariant d scord amb oun i
~acicnalitst menys habliuadas
ragicnaliitat fa gue om Do
aam voldris admetre {(reduccions
marge ds gualssval ref
sonizla un assalg por ci
io&alld gue es repelteix no e sUbTumREix
altrel: 1'axiomabitzacid bindrd més un L Fitatl
ARICEN COERS quie @S rapetgixen) gus fedric. Mo senblsz haver-o-hi
postulats equivalents i la indemostrabilitat de gqualsavsl priscipl
Findria un criteri en 1 expressid demsstrative pels variz mivells
g amjmmukt :t dels punts anteriors, alitrananit ons adonariem gue bant
#is principls comn la matsids racionasitat demastrativa fBenen una
prania arig 91 et léoiica El,e, =N ia AR S nrapia
deviieanow b «H‘Ul T

g 63. Les nocions comunes,

Les considerations a 1 entoarn del cingue postulat baogeis
dlsnganinar=nns & una d‘acusﬁié guneralitzada del postuial de fss=
paral.leless an les plurals geonetries no =uclidisnes, atgr gue
part deisaremn po i endavant, Fassen donos & wun albrs oardre
guastions . & orophsit de len nocions o
L ateribuacid suc fama 1 @' oblechtiu swxacthe

s@r Mgn o Menys dlgautztaﬁ val o pEnis gus

mes gensrlca possibla.



fini nosaltres podriem fer—les treballar com a mers reglstres,
i 1tavors hi Rauria wun tal continguht léagic tllﬂﬁU13i&C)g qus
s analitzaria en so i afsccid, o provar també Jd' insosccicopar alsd
mateir casos.

En alguna accencid no exdisteiuen —— permeti-se nas sagulis
terminologila grega —— nocions comupes @ a}iomes Conuns: pers i
a formalitats equivalents mentre la repeticico de regisiras no
supasa 1anul.lacid d'algun dels termes; o perque 1 eguiva lénc11
d’'estructures de coses, per sxemple la de les relacions d igualtal,
comporta que les relacions de cade sstructure siguin privatives
dels corresponents termes, Com es vaw @n
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o
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i la racionalitat es descabdella moment & moment®®. JFer qua doncs

YWompari's ambh els textos segiéent=z: “idom. bha CEgtrwat, ber
erxenple. gus wn pess B de 10 grems J un bDes W ode2 LL grams prododsc
unss gsensacions iddnitigues que =1 i
gdigrernir d un pes ©oods 120 orame. [pe
2l pes A del mes D, Fl= mesgltabs b
dongs expressar g 188 relacions seod

A o= IR, G = i,
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1s validesa universal d'aguashts principis? En aguest punt
== yapetim-ho —— s'cblida sovint gues =i lﬂ" euposicions de la

Mi ke alguns =laments i it 85 resumed s
itTica quelcosn 17Gs o eguivalents Guiald sinteis an el
g 20 2l conjunt de les discipnlines, i que reflegteis sovink
alguna cosa ja apresa i1 que bhom no b8 cap escrapol a suprefsr-ho
swls lingidisticament; =2s tracis d'una comands de tenivr-ho ja sabul
tot ohviant que 1'equivalent #s sempre una alitra cosa.

!

Encara millor: =én els propis uscs linglistics =2ls gue he
permeten; dues coses iguals a una tercera son iguals entre si com
1" home té duss cames; una gran part del nostre material lingdistic
g¢s usat merament com a registre, tant pergud sols pot ser regiszire
T om 1 ﬁﬁ que no  tenim cap necessitat diestar  pensant

(\ua . .,
P At COses dovies 1 aprasss reiteradament; hi ha hagot

un apr&mentatge lingllistic: aiud val per als prinsipis comuns, com
peEr a3 guassevel alitrzx entitat geomstrica o no genmet g, 1 o=n
aguasta acospcld bl ha pensament lingliztic {gus &8 "":- =v 1 gues
reflecteis una habituacid L 21 zau mprﬂnertﬂhq_. Tmﬂ%»t?iﬁ, com hem
artat insinuant aci 1L alld, no podem confondre i mostre domini
ingaistis geométric 1 £l tems amomdiric o on hw partit per &
aguest aprenentatges, tot 4 gue el domini lingd {Etic iz logul
ez=tipulacions 11nqu:thq : racta donos
de no pensar lingldisticams L 3
=

TindetinitT . etoc.d). Mo 58 0t
fLla geomatr i

e

d’auii gu= und,herhh ambigditat entre (£
inharent Tins L 6ol 25 sls sstudis mées fics
delxar-nos arrebassar Lalment b e 5*5tﬂlrﬂd = ML e
ENS Creguesn gue conbenen : sahranya (afecocio gue den

broliar izprenentatoge! per la gual raﬁulem IMafer de 1a
tacianalitat.

La guarts nocid comuna dels i ticularment
curiosars sigul euciidiana 2 sigul una Ln*ufgmiscié posterior, 1a
important groposicid o L4 mans de superposar dos trianglsse
gpar a provar-ne la iguai rnitre 2ls matematics no s°
tanir la coincidéncia garantia de la igualtat, iz
hawria 2n 21 fors una de principi, gus nosaltres podriss
gxplicvar de ia segient . mentre les figurse es maﬁiinguzaﬁin
EFERAFINES N0 Bl hauria caincidénciau ﬁvar cmim:idih,u
iguallbat &de figures, =ind soals una Fy ook ogue de
i i ; qua SN Lot i
relacid previa oa bz
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L xam-nos, contra gualssvel mala intercrehacid,  gue L
igualia 3 e’ abtd de cap exparidnmocisx gque ne slgui un hrebal
légic tinguemn per exsnple dos segments dibuixais an
doblecs d un full

de fzt no ki ha confusid natural dels
en la supsrposicid, perd som capagos de distingir les du o
a contrallum Tims gque 1'una amaga 1 altra. Llom sabsyn gue
igusls o0 que 1 'una é8 mas gran o més petita gue 17 albtra? Iimplem
quan  les desconjuntem i les contrastem. En gl caz gue  Ia
guperapasicid enfosqueixi Ia linia primera gue tenism gstablirem una
relacid de guantitat o o igualtat per la relacic de coclor, pera
llavars hi ha una relacid de causalitat amb els dos zegments:
e At S o S e ) 5§ B v T S W B ) R M v R
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Fosem encara un nou exssnple:; tenim a la méd wuna canva, ques
Encaiva perfectament entre dues cosss 1 entre dues alires;
i opavacid, i.e. 21 fmt de col.lecar la canya entre els doz
ochxipctes &3 Wi procgs ldaic {(tenim amuesst treball). Al costst
d'aquest trepail -- si 0o considerem la igualtat de distanciss
donada independentment del nuostre JGbil o -— no tenim cap alira
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Voindividn e digusl la re 21 E
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§62. Eucl.1,1-1,5: demostracid, contruccio i deduccio.

Tenim pendent de comparar una mica algunes de les
consideracions gue hem anant fent amb una geometria mo-euclidiana,
ni que sigui d'una manera puntual. Perd encara no hem dit res de
la demostracio ni gaudim, cal admetre—ho, de cap caracteritzacis
de la geometria: Intentem—ho a partir del llibre [ dels Elements.

Prop.t.l.
Construir un triangle eguildter amb una linia recta donada.

£s un problema {quelcom a fer}: es dibuixen dos cercles des
dels extrems de la recta donada (Post.3), que s tallen en el punt
C {hom hi afegiria un postulat de continulitat obviat per BEuclides)
i ®s tracen les linies AC i CB {Post.l}; admetent-se la igualtat

<

de AC 1 AB i de CB i AB respectivament (Def.15), tenim la igualtat
entre AC 1 CB (N.C.1), i s ' acompleix doncs la definicid de triamgle
equilater (Def.20).

s obvi que no podem avaluar amb certesa el grau de wvoluntat
axiomatitzadora d4d Euclides gquan ignarem 1 abast exacte dels
pnstulats‘g. Si més no 2l lector del llibre 1 observa que totes les
proposicions es basen en les asnteriors alhora que poden rametre als
principis establerts al comengament del 1libre, siguin definicions,
postulats 0 nocions comunes.

Noti's gue ! problema conté una part constructiva i una part

demostrativa (o gue proval. FPerd per a la caracteritzacio del
metode geometric val més transcricre tota sencera una proposicia:

FProp.1.2.

aCol.locar en un punt donat una linia recta igual a una linis
recta donada.

35 enten per exemple. gue A.Seidenberg hagli pogut defensar
(Did Euclid's Elements, book I, develop geometry axiomatigalliv?)
gue Euclides no pensad d exposar =i llibre 1 dels Elgments d una
manera axiomatica.
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Sigqui A el punt donat i BC la linia recta donada.
Es demaga doncs de col.locar en el punt A una linia recta

igual a 1la linia recta donada BC

Uneixl doncs la linia recta AB el punt A i1 el punt B
(Post.1}l: i construeixi's sgbre seu el triangle sgquildter DAB

(1,1).
Traci's les linies rectes AE, BF en una linia recta amb DA,

DB {(Post.Z2);
’ amb centre B 1 distancia BC descriqui’s el cercle CGH; i una
altra vegada, amb centre D i distancia DG descrigui’'s el cercle
GKL (Post,.3). .
Llavors com 1 punt B és eif centre del cercle CGH,
BC &s igual & BGE

Uns altra vegada: com el punt D &s 21 centre del cerclie GKL. .
BL &s igual a PG {(Def.l15).

I_en _aguests DA s igual a DB; per aixo el restant AL €s
igqual al restant BG (MN.C.3).

Perds s ha provat gue B é&s igual a3 BG; per aixg cadascuna de
les linies rectes AL, BC &5 igual a BG. )

I cosgs_iguals & una mateixa cosa san tambe iguals entre si;

per _aixd AL és tambeé igual a BC (N.C.13.
Per aixo en_el punt donat A s 'ha ceol.locat la linia recta AL

igual s la linia recta donada BC. Ecosa que s ' havia demanat de fer»,

Intentem de considerar una mica el nostre propi seguiment de
la proposicid: (1) se'ns va ordenanrt la construccid d'unas linia
AB, d'un triangle DAB, de cercles, vtg., activitats de modificacio
activa de la naturalesa; nosaltres entenem de tal marnera una
comanda linglistica que tracem un dibuix sense gue aqui n’hi hagil
cap estudi: 1 accid de dibuixar un cercle Nno és el seu estudi {cada
passa determinativa té 2l seu valor ldgic); podrd haver-hi pel cap
alt una representaclid imaginaria, gue la determinacid gue dibuixa
copia, i.2. esdeve un fet ldgic gue es done sovint la comanda de
construccid, Trobem doncs molt matural tracar una linia AB 1 un
triangle equilater DAB, allargar els costats DB i DA cap a JF i JE.
tracar el cercie amb centre en B 1 distancia BC i un altre cercle
amb centre D i distancia DG. (2) Considersm aixi mateix natural
gue BC sigui iqual a BG, DL. & DG 1 DA a DB, «per tanmt» AL &z igual
4 BG i, en acabant, AL a BC. De fet les primeres igualtats antre
els radis dels cercles esdevé dbvia a partir de la definiciéd de

.
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cercle, com la igualtat de costats d'un triangle equilater ve
donada e2n la corresponent definicid; mentre tenim per iguals DA i
DB, DL i DG, respectivament, «sabem» que i traiem els primers
iguals dels segons iguals. les resultants sdn iguals, i ["ultima
passa &3 tanm simple com

BC &5 igual a BB

AL eés igual a3 HOG

per tant AL és igual a BE

on adhuc ne tenim necessitat de recordar ni la nocid comuna dsi se
sostreu iguals d iguals les resultants son iguals? ni la de «cose
iguals a una altra son iguals entre sir. (3) La rapidesa de|ln
construccid i de la prova estreva en part en el fet de no
representar-nos 1 enunciat, a entendre directament la comanda de
construccid, a dibuixar directament les figures, punts i linies,
a nmo estudiar el triangle egquilater, els cercles, les rectes, i.e.
a no comprovar element per element si s acompleix la definicid: 1a
iguzaltat dels costats del triangle es dona per descomptada, com es
dona per descomptada la igualtat dels radis, sabem directament gue
BG i AL son iguals, etc. (4), No es tracta que no s’'estigui
estudiant el dibuix: hi ha la S8HEE2S de 1a linia i el punt, la
‘construccid de figures i limies, la distincid entre linies
¢iguals», aqui i alla hi ba el reconeixement del full, del conijunt
del dibuix, alguna 1ndlv1duac16, etc., gque no lleva el pensament
de la llengua (sons, afeccw)' per a2ixd remetem a 1 aprenentatge
{una determinacid imprecisa) -—-— per aixd tambe es donmen les
mateixes circumstanciss quan pensem sense paraules. (D) Val la pena
de rtrepetir que caldria potser separar la part constructiva i 1la
part demostrativa: la primera modifica la natura, la segona se
n absté, per més que tant 1'una com l'altra son moments 0 processos
lodgics, Perd tant l'una com i'altra remeten vagament a 1 "habit, a
1l aprenentatge, i ambdues entren -- talment com sén -- en la
racionallitat: en escoltar la comanda 25 determina el moment
linguistic, 2n construir un dibuix determinem aixi, sense gque la
construccid impligui per se cap estudi de la resultant; en la
demostracicd, finmalment, seguim relacions, algun reconeixement,
afecckﬂ getc., fins i tot seguim els registres linguiistics sense
gque en siguin un sine qua pon {els podem ometre), sind gue sovint
sdn Utils en la demostracid gudm we—-btanim _rFelacidesa—traoxdeda
kas~ocgua-bacigmagkrem, (&) No hi ba res més: 1 obvietat d'una
demostracid resulta de 'eficicia d aquesta racionalitat, que envia
al bon aprenentatge. L afecte de molta racionalitat sembhla dependre
d’ aguella ocbvietat 1 de la reiteracid de demostracions. La
demostracid sembla, en aquest primer balang, un procdés habitual,
comparable —— manternint la positivitat de cada experiencia -- al
fat d'escriurs a maguina, on no s’ estudia visualment cadas paraula
ni 2ls moviments individuats dels dits de les mams, sind que hi ha
un segult visual-motor: comparable al fet de dibuixar figures per
la comanda o0 per la decisid personal (on no cal gue les figures
siguin «perfectes»?»), al f=t de caminar i1 de parlar, al fet de
calcular en aritmetica, etc. Uns tals estats de racicnalitat
formarien part de la conducta humana I tindrien de racionalitat 21
que wvan tenint en el progrés determinatiu.
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Tornarem a insistir sobre 1la demostracid. Anem seguint 21
propi descabdellament del llibre:

Prop.1.3.

Donades dues linies rectes desiquals llevar de la mes gran
una linia recta igual a la mencr.

- Nou problema: siguin C i AB les dues linies desiguals i AB

la més gran. Llavors fem un cercle de radi DA igual a £; AD és
igual a AE (Def.15), pero L i DA sén iguals, per tant C i AE son
iguals (N.C.1).

Praop.I.4.

51 els dos costats d'un triangle i 1l angle que #hi é&s
cantingut son iguals als dos costats i al corresponent angle d un
segon triangle, els dos triangles tenen també igual 1 altre costat,
els restants angles i sén iguals.

£s el primer teorema gue apareix en els Elements. Si AB &s
igual a DE, AC a DF i 1 angle BAC al EDF, en superposar el triangle
ABC al triangle DEF coincidiria D i A, les linies AB i DE, els

< F

punts B i E perque AB i DE son iguals; AC i DF perque els angles
50N iguals, i els punts C i F perqué AC i DF sén iquals. Per tant
BC coincidiria amb &F (si no coincidissin dues linies rectes
tapcarien un espal, cosa que es impossible), I serien iguals
(N.C.4). També coincidirien els triangles 1 els angles, per tant
serien iguals {(N.C.4).
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En comentar la quarta nocidé comuna ( § §4) varem fer notar
gue no extraiem, sembla, la igualtat de la cainc%géqsﬁﬁéh la
igualtat de triangles, d angles i de costats sembla agui réglcament
danada,; cosa que val tant per a les condicions en gué es presenta
la proposicid com per a les conseguencies.

Prap. 1.%5.
En els triangles isosceles els angles de la base sdn iguals

i si allarguem els costats igualg, els angles que es formen sota
la base son tambe iguals.

Sigui ABC el triangle isasceles, BD i CE les resultants d ' allargar
els costats iquals (Post.2}; prengui’'s unm punt F de BD 2 1 'atzar,
fem AG igual a AF (1,3}, i traci's FC i1 GB {(Post.l}). Llavors gl
triamngle ABG és igual al triangle ACF, 1 ho son els angles i etls
costats ([,4). Llavors BF &s igual a LB (N.C.3): perd essent iquals
FC i BG, els angles BFC i BGC 1 la base BC comuma, sédn iguals els
triangles BCF i BGC, els seus angles 1 els seus costats ([,4).
L angle FBC és igual per tamt a 1l 'amgle BCG. Perd 1°'angle ABG era
igual a 1'angle ACF, i ara ! amygle CBG é&s igual al BLOF, per tant
l"angle ABC &s igual al ACB (N.C.3).

Tenim una part constructiva 1 una part democstrativa (o gque
proval. Deixant ara qualsevel gszment als postulats i a les nocions
comunes dels Elements sembla que nosaltres afirmariem gue aguesta
proposicid g8 dedueix d'BEuci.I,3 i d ' Euci.I,q4 (0 d'un postulat gue
ez fes les funcicons): per aixo nosaltres diriem gue el liibre [ &s
un sistema deductiu de proposicions.

t.lavars podriem int2entar de circumscriure 11'Us dels wmots
‘demastracid geométrica’ (" prova geoméetrica’) o ‘construcceid
geometrica’ respecte del mot "deduccid gecmeétrica’: diriem per
exemple gue la demostracid €s una rad habituada que inspecciona
allé donat (punts, linies, triangles, etc.); perd afegiriem gue
aquesta mateixa racionalitat remet, &n unsg nova relacid, a alld ja
tractat; per aixd s afirma que les demostracions sé&n  tambe
deduccions des de quelcom Jja establert. Notem que, en agquesta



accepcio, q mata ‘demostracid geemiébrica’
geometrica’ mam—ﬁ@%% per & un procesn raciongl
caracteritrza per seguir passes acceptades o sufTicis

Ferd en wuns sedona accepcid, la demositrecico (ls proval 1 la

construccid palesant ambk 2] seu exerrlr« el npracés habitual, csda
passae gque contensn @z =2l cas des duna 5;__ aees vaEllidesa gensral,

i per aixd totes les passes consbructives i demostratzve as baren
com * valides d'acord - -amb 1 esgquems 481 gualsevnl 4z tal o tal,
lilavars aguest é= tal o tal»: les passes de la construcoid 1 de la
demostracid® son la conclusid o la conzegiléncia d&'un gruama
impliicit. Aleshores caldria tenir un tal ssguema & tall d'un procés
1dhgic (lingdistic), gue qenera»lt A @ahri, L col.locar—lo al costat

d'altres processos  lagics habituals  {(pee wemplea Uz diuns
gualsevol de les quatrz primares nocions comunes en ils

demostracid): perd tant &) primer com els segons son, dacord aunb
ele suphsits, deduccions. Per tant ol mot "deduccisd’ s ugaria par
a ‘processos habituals inclosoes en la demostracid 1 també pzr als
processgs habituals que remeten a l2s passes des delz principis
}gfmﬂvépﬂ arcspclid laxa del moeb), i ‘construccisd’ i “demosbtranid’
iy 1 lavors she—seses per a un procés racional habitoat gue du
a wuna certa conclusld gque se ogrcava, i oamb els bLreds dalt
indicats,
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No hi ha cap inconvenient a 1 hora d° adeetre que daduim les
demostracicns i les construcecions a partir d7allé que = ha
aconzsequit abans i que agquests relacid introdueixi uns causalitat.
Tanmateir la ralacids deiva tal gual ele termes, 1 psr aiuwd les

construccicns 1 len despostrzcions ‘E“ﬁhgwmaes, valen por glles

. - . T

matotixes mom & Fad constructiva i rad gua Lnclinuw iz seves

pripies deducsions: el fet gque aguelles primeres deduccions valgulin
per a ltermss gue manitenen relacions digualtat o d'eguivaléncia
mes 0 menys regidides (vltra de ser agqui termes gue tenen a& veura
amb punts 1 lipies), no Ileva gue ez confonguin tan pod com la
linia dibuizada 1 =21 blant del paper.

També val la pena d observar de bell now gue la igualltat entra
els angles de la hase d un triangle istsceles podriax ser ldgicament
establerta a partir de la inspeccica d'aguest trianglz. Faerd la
geometria aszpire a deduir les proposicions: per aixd hi ha
construccid i demostracis. Par tant ez tracte mgs 4 unza exigencia
gue ga demana 21 propi pome (la de ssguir ans  tsls caming
constructius 1 demostratiug) qus LA sineg guia G om la
racionalitat, ' '

FPodarn oosiprendre doncs  que pirou geaometregs posteriors &
Euclides hagin tendit A creure gue la deduccicd 25 feia a partir de
principiz {ies nocions comunes 4 els axlomes) i de les proposicions
Bub%aqﬂmﬂ?:, potser fins 1 Lot & costa de les prdpu.=2s Indisacions
g FEuclides n dels sistemetitzsdors o una primera lliste de
fanaments, lavors &z al mﬁmmnr potssr d afegivr algunss remarogoes
: obre princigis inds ment de la concreta sistenatitzacld deic

tmi1 pErgud si nual evml relaclid deductiva deiva tal gual els
atxd ha de sgr wvalid fims 4 tobl per &l Css gue o hoo
& principiz (poszhulats, axiomesr alld gue =3 tims o tot

i

e ta primera proposicid {(teorema o i
pEr A hob el cos deductiu lgs notss . L&
prapdsih o agquestes proposiclons dels £1a ; s oo SRR Lok il R S
uwha cessstracid geomstrigues son de Lme i i i Fraing als;
el fet de pavtar—ies o acrord amb proposicions ia =hallades senbla
jer weqades oualcom gus Torss m@s aviabt 1 home, gu I Fg R

G at, i tobts wls princ
reccaliie L ewemplificaer qﬂﬁ“ulmnm ql ) &
mal dosimar al margs de

Loa mdE s s O agues
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#duss coses iguals a una tercera 360 iguals entre si%, sind prou
coses a fer {(fassenvalar w punt en una rectarx), gqualsevol
definicid, prou situscions de di bul = i manuetez o circumstancies
a2 trobar en la construccid dal*iqmres {#duszs linies recizss No
ranguen un espair, «dues linies rectes gue s tallen ho fan per un
punt®, la igualtat, zte.): lps geomeiriss en podrien recollir uns
guants o acord amb alld gque es cragues més rellavant’®.

A\

§ &3. A aud anomensm Q@cmntrla»

1. El llipre I dels Elsmenis constitueix com 3 minim un
sistema deductiu d umes proposicions des de les a2ltresy hem
insinuat que des d un plantejament contemporani mas aviat admetriem
la guarta proposicid com la resualtant d'una inspeccio (4 d’un
pCmtllﬁt) i gue fins i tot podriem cercar un sistema deductiv des
d uns principiz (axiomes, postulats) a3 sembklanga (o pel cap balw
a suggerancia) de l'cbra d Euclides.

Ferd el 1libre I ens permet o obssrvar aixi mateis, 1

pracizament pel seu cardcter slasental, cue un nombre apreciable
de proposicions, malgrat poder estar ordenades 47 an onanera
dedu:tlva, palossn més aviat afers d inspeccid. Alhora 17ds de la
rer zit @ 1 absurd, gue sembla implicar qna acceptem Jja oalld gue
volem provar, oodrisa ser valorat dpﬂ-ﬁm =rihe §un Dands sugmentac-ia
r&fgldsrnhlemant altld Q“E|L&Flﬂ ne L:ES&?LD altira saria un mitia
PV revestinent deductiu dh i meova = @l sPu cami dessstatia Tins
2 1 abserd. Remarguem gue o o2s trachta btamh odTune critics de
P'ordenacic dels Sigsmenits com de la o2 i
ie H

B A
ila gecmetria i de la seva congsas 109
prou ancertada avui dia, 1 opse oaiad =i
Wit dsmls liibres méz rellevantzs peEr & ;
deles metodes gzométrics 1 de la nadnrs d°
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tenir—la com un mitiA d'eordenacid -- i en qualzeveol cas als
principis s°incardinen =0 aquestes necessiizts: e=ls Elemgnis no
sambla que hagin fet una alira :cﬂa, malgrat que des o aviii plguem
@exigir més postulats, nNo admetem algunes proposicionsg per g6 ja
postulats, i nosaltres afegim encara gue la reduccid a 1L absurd
revesteix en llenguatyge deductiuv afers diinzpesccid, malgrat les
conviccionsg d’'un grec suclidid o d'un contemporani.Fero som fofh
plegat on érem: gue  la  construccid 1 la  demostracio son
racinnalitats habitusals gue valen d'una manera absoluta I gus
gqualzaval ordenacis deductiva apunta casos ja admesos (g & admatre]
que entren en aguella rad i1 per aixd podem Tforgar la maris
expositiva d agord amb una ordenacid deductiva.

flhora la demostracid geomdtrica (la prova gsom@irical 1 la
construccié geométrica, repetim-he, s caracteritzarien per ser
processns habituals que parteixen de coses acozpiades o aprases i
os descabdelien a traveés de coses acceptades O apwreses, 1 ailxo
independentment dels darrers detalls de 1'egstabliment dels
principis: 25 pot entreveurs que 1 afany d axiomatizar correctament
la geometria provée del propi taranna de construccia i de 1
demozstracid en la a:;;“que parteiven i es descahbdellisn mitjancant
pacses acceptades o apreses, 1 gus, Bn uns accsEpcid, s demostiracia
{o 1a proaval i la gonsbtraccid ssdevan  ingependsnts dTunsa
axiomatitszacid (un treball posterior)™®

2. ta revisid del nombrs de principis per a axiomatiboar iz
geometria eszent ara une qlestls gue cau fors dels nostras
propasits, i7Us instrumental d’mlh@gﬂgg permet si mwﬁ o o Lmdicar
[

At 1 nhiecte ve la geometria suclidiana, que sa3nbla gQus no o8 Q0f
cansiderar al margs de la pripla activitat gzomst

gxressivae de 1 axiomatitzacid pot delxer sidsorca
afin 2l en zntés que sanpre 8 acdonsegquely g et '
progrds. En dalftrezs paravies; gualseval sishams
prevenhacis de la disciplina 1 nio e necsssiitat
gue agx va deduadint no pugul contenir novetat
respecte o alld ia trachkaty el fet gue hi haegl
mds perfeches bdé sens dubtez el seu mérit com en
ipuer fos perfecter pord cal no ahl dar qus Ia
canstiriccis valen 4 unas mansra absoliuha, |

gee legs relacions rzalzs 2s han imﬁartaﬁt o
dergduac b

A EY
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Fer exemple dés Tacil o adonar-se que la geomsiria 2aclidiana
smmbla la resultant de activitat de home en miliiples
acraepcions: una aportacid primers ssria la de constiuir linies i
miarcar punts, per tant la d una manipulacid natural, en @ls canps
i en l@2s coses, L la d un eztudi de Ilurs relacioms tot incloznt-
hi Ies superficies i els solids (aguestes coses; gue hi estan
limitats.

La reproduccid de linies ivde punts a escsla dels papers
perllangaria aguella sctivitat, unes tals linies serien models en
1’ accepcid que sembla haver—bi una eguivalencia amb les d’'un camp
de conrsu, per exemple, 1 pergud estudiem lez relacions en les
reproduccions,. La construccid de linies i1 de punis — goggs —
sembla donar—nes 1 oportunitat de circumscorivre trossos reals, gue
tenen @1 sew propi Tonament légic, 1 liavors estudism les relacions
entre linies i punts 1 aguells trossos reals, de tal manera gus
impliguem coses gue no sdn lindiezs i punts en les nostres
chnstruccions de linies 1L de punts -— 1 a 1invevés: bastim també
liniez i punts a partir de consideracions de coses que no ho son.

Fixe=~nms gue 1 impeoriant paper de lesz lindes i dels punts
s @ncaminaria a tirobar relacions d igualitat {independenimant del
grau 4’ ins QELCiﬂ} id eguivalancia {on 1z 1thl*ﬂ* tingueés un papar

impaortant) en  slees ﬂatﬂ;}::? entre Sde-bed, en les coses qdﬁ-q‘ﬁ'
delimiten o gntre sietag, Sembla doneg . un treball des d una Ealwzaiu_;mp

itgica ambh uns prnpﬁv'?b, L opsr aidd seria un sinplificecio dels
cazmoas a broban 2n 1a naturs 2o 2oouna reEproduccliss; peErd Do eE
estudi ne Pasem: 2l QAadFAf &5 bDlanc {(guan el dibudxc 20 wn papsrl,

ward {damunt del pratl, etoc.; 2l fet de parlar d'un guadrat ssnss
esnentar-ne el color, el tacte, eftc., o lieva qus en possesix

car es un Individis.

e aixd  padie ﬁgm tenir la gacnei ria dels dmdedls oom oun
awaprsiel légic et i --mahitualy notem que ho farise o

welacoid, 17 1mpmr%m1t pasar da la igualtat: 1 fet gues, con a
gEnmiEhria., me i - intergszaris la difesrdncia i 1o Ll Vil i
gqualitativa (sntre squest blanc i 2l sew tacte o entre aguest hlang
ioaguest altre bBlane) L la circumstinois gues bascula gontre ia
ingpeocid 1 la conducta apresa! asentrs tobtes 8@ coses podrien

robtrre un @studi des de parametres Qaanéf“lcs. i gﬁkﬁ saln mciela
gaomairics, oom sigul qua arred hi ha eguivaianocia, b e
Ao dome domes  mpemoartite e mma olm Joeg o S fg

de sy oErt gus aguseta raciosnalitat

de ia naturas D odsls sees agoivalent

GCertansnt, 1 & @mESura gus
consideraria Qua | drria pugul terirs
ir ux%#llam
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Aihmra aquest e@scripol menaria a dealitzar la gaometria
Aarord amb tres sundsits: (11 gue =219 nu n?q serien sense paris,
les linies zense amplada, les aup@r?ltlaﬁ %EHJE gruix, i pesr Lant
ies entitats geométriguess no tindrien pmbtencia natural, sind gue
eadevindrign ens de rady () gque projectsam =n 1 esiudi analitic i
detallat (trobsnt sovint imnperifeccions i defactesl) la valoracld de
la corndurta apresa i confiada de cada diap (3] gue la reiteracid
dels ssqguemsez numerics sabrey$nn matmlrw magrnitud permetent  dun
compte (i una discrimibacid 16#*41; infinmitn, 1 afer rEh*ﬁf a la
necessitat de {1} i corroboraria al seu nivell I° 4&?1' T P T W R
de tots wmls ens gecometrics.

Ferd (1) gssent un contingut légic negatiu, qaianf 2Ty
alls gue 21 motiva i (3 servint-nos sols com un m;t;é fmrma el
gual mai ne podren gaudir d una altra mansrs que cam a pansanent

Lﬁéjguls+1c d'una negacit & partir de reiteracions que_sén B0 5
1 numeriques, la geometria, fins i ot animads per ldealitabs
i fent Gs de les séries numdrigues, Meesedts, no podria orisntar--se
i descabdelliar—-se més Que ssguinit else casos poesibles per a 17 home,
I sens dubte =1 ftreball reiterat de construccid de linies 1 de
gunts 1 de demcsiracid ds relacions na precedit & qualsevol ass
de presentacit deductivas liavars agussta ategeix la nova marca d

1'activitat de | home 2n voler pautar les sms e Ia desmosiraci

i de la construcois.

S. La geomestria o un espal
dimensions sstudiaris tiniss
discriminitats &0 1is naturza. i
despras hi in i ies relacions amb
discriminen, activitat reitesrads ton
embalum,  anb pua les definicions neg

linia L de supsed 2, w1l conbtrasht sntre la wal
i els defect . nastres consiruccions,
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dir-ho aidit mo saria 17 home qui superposaria wns tal gesmebtiria a
lea natura, sinéd gque fora la matura la gue es deixaria ponsar
gecmétrizament:; 1 home sols decidiria a partir de guina part
ratural estudisx la natura, i peEr aixd, propilament parlant, acuasta
geomatria ssdevindria wun altire nom pEr o a la natuera en 1a:#§§g“qwe
3¢ la pensés des d' ungs parts definides, 1 la discipliins geomgtrios
F@ra llavors la de2ls nostres models i maquetes, eguivalents amb la
resta de la geometria. En gqualsevel cas la geometria convida peis
meup orlqens a un genul sxercicit que gstudiz la logica de la natha
{ahge—+ equlvalenk reproductiunl i un tal exercici no seria la 1agics
de la matura perque, per Mmé@s gue no la podria evitar, no li
intereezaria lz relacid gqualitativa.

s

En una segona accepcid la geometria gque coneixem (comencant
per la gregal}l &€= una rad habituada qgue treballa ﬁl%é d@a duEs
primers momants: per tant no &5 un estudi de la natuira : e
equivalentd reprnductxu%)en 1a~mtéa gus bi ha una habltumc1é {una
obvietat:. Ferd alhora "és ¢ert també gus 1a racionalitzacid
4 aguestes obvigtats la confirmaria com 3 1dgica onatural de la=z
CCOSES # dm=ls punt 1 de les 1inieﬁ'i gue faria reintrodoirs Gl#
nombra, na pas com un fet primaricament ageomatric i anatural,. . sind
com la ressultants de I agtivitat gecmétirica & matural de 1 homes
gue ha de menester por aixd de nous [om= ¢ fofuiﬂ_; abians gue
P'estudi aritmétic semsbhli aligé a aguessts aters gréacles a nous
habilts, a les reiteracions sobre si matsis 1 a 1a necessitat {tenim
un abaﬁt lagic fimit! de parar atencid al propil calcul numearic 1
& les seves igualitats,

I en ung tarcers accepcid ceritament la geomebris nog
LAAE S hen p‘
bk e

et natural &sn la sesed gus no orelien gue hi pugusm Lro

linie= 1 superficiss caom cal, que les cozes de la natura;

sl nostres dibuisos 1 leﬁ nostres maguEtes, s34 Ln
reflechic, o sols la perfeccid duna igualtat, =ind

alld gus entenem per &ns geomdirics, encara ogus hagim g7 G

fim podrien descabdellar-la com a disciplina ssnss el suport da
dibuinegs L de maguetes. En #fecte =21 nostrs sguipatge nocional L
s de nombres rectifics conatantmant 1_ . i

SURar . de fet les considsracions numderig

i
zre Tan perdre de zeguids, 2n algun ssntit, is 5&%4&‘_;.&m“;_
Uy pELta «
Draltra banda —— L1 per danunlt d aquesta Ltercs
gue |'objects originsri de la geuometrisa os brobds
limies i de punits, = partir dals guals sstudian
Tlevaria, na sols la rad habltuads gqus £ scoep
i pergue en gqualsevol moment 28 podris comprovard
1'3=2 lingidistic d'alld gqus ia hem aprds L olss g i
a partir dels aprsnentatges L dels usos 1
vaeiérsgn que 1 aritmetics Bg recrea sobre sl matsixe
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4, Veorseablantment comprendriem gue la idealitzacio de punts.
de linies i de superficies, la projeccid en 1l estudi analitic de
la valoracit de la conducta apresa i coenfiada de cada dia, els
comportaments dels habits racionals constructius i demostratius i
gdel calcul numeric, el propi domini del mot “espail’ (per tant amb
les seves afeccions), etc., puguin suggerir un espai geometric
(euclidia) pur que aniria rebent una colla d’ anctacions
lingtiistigues {homogeni, continu, indefinit, etc.): possiblement
es tracta d'un espai Yidealitzat» en 1 accepcid que ho serien els
ens des dels quals se’l delimitaria {(punts, linies, superficies).
&n l1'accepcid gue els comportaments hi conrearien 1lurs
caracteristigues afeccions, que les anotacions lingidlistigues hi
impressionarien 1lur eontingut légic linglistic {(noti's qgue
‘homogeni’' , continu’, serien mots 1'Us dels guals pedria ser
ostensiu, al marge doncs d'wuns tals espais gecmétrics purs; que
1’0s g ’'indefinit’ seria sempre lingliistic, etg.), etc. L espail
geomeétric pur doncs sembla en principi uwun mer fet lingliistic
resultant d’'uns comportaments: l'oposicid entre l'espai guotidia
i el geométric (euclidid) pur esdevindria potser la consegigncia
d’oposar 1’'espai de les coses (i, en conjunt, natural) i fets
lingdistics 1 comportamentals. €% clar gue una tal oposicid fora,
si es vol, conceptual i (en part) també orientativa de la prapia
activitat geométrica, peré de cap de les maneres no comportaria gue
calgués explicar una tal activitat sols per aguelles idealitats:
llavors hauria estat impossible gl descabdellament de la geometria
euclidiana. :

Perd la introduccid d'un espai geometric pur (euclidid)
enterboleix segurament el propi estudi gue wn ambit filosofic pot
fer de la geometria; pgrgqué }'oposicid entre l'espail quotidia i wun
espai geomdtric pur {eunclidii) sembls, diem, 1 oposicid entre allod
gue podem inspeccionar Si més no parcialment i alld que £s mera
idealitat linguistica, i no pas 1'opesicié entre 1'espai de cada
dia i 1'espai dgl propi euercici gecmetric euclidid, car un espai
idealitzat de cap a cap és gquelcom que s analitza en so i afeccid,
i faria de fet impossible aguell exerciciy en efecte la geometrisz
sembla de primer un sstudi natural des de linies i punts abans de
rebre les rectificacions idealitzadores d'aquests dltims o les
conseqldncies dels tarannas comportamentals, mentre la geometria
euclidiana ha de ser possible; aiud sembla implicar gque 1 espai
geométric (euclidia) i 1 ' espai guotidiad sdn el matelix en 1l exercici
gomometric guan atenam gque partim de 1l 'espail de cada dia i gue la
geometria idealitza punts, linies, superficies, © gue rep els
corresponents impactes conportamentals, sense gue tot aixd meni ger
B2 & una nova concepci@ espacial en tant gue exercici gecmetric.
Em d altres parauvies: 1 espal geometric pur ijeuclidia) sembla una
passa mes conceptual, diacord amb d altres idealitzacions L
comportaments, gue tindria tambe (en partd una funciod orientativa
per a l1'activitat geometrica euclidiana, SENse guEe poagues
substituir en 1l exercici geamétric euclidia l'orientacio lliurada
per 1l 'espai guctidia; per aixe hi ha uwuna ambigditat en parlar
d espal geométric: perqué podem referir—-nos a aguells trets gue son
els de 1l 'espal quotidid o a agquells gue corresponen 8 un ens
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5'éhn AR 8 Nous horitzons.

‘mament del = de considerar una mica =ls
principis ( §§ 5@ Si;q el prmcés de 1z demostracid i gue oal
entendre per deduccit des de principisz | 5 621: ="ha insinust
finalmant { 363; 1’chigcte de la geomebria. Ara toca encshar 4 uns
manera puntual a&lguns geometris po-ewvclidiana, tal 1 coo ho
prometérem { § 2y, per on sembla gque eas podra condlowsa
convincentment gue sels el domini de la geometria suclidiana ha
pogut dur a la investigacid de les no—suclidianes, com la Rishdria

i lestudi de cada individuw tesztimonizavrizn.

Adverteixi’'s que 1°interés del prezent apartat raw en el fet
gue s’ hi introdueixen noves estipulacions linglistigues impossibles
d inspeccicnar en =1s nostres dibuixes i en les nostres magustas,
perd dindole diferent de les del punt, de la linia, stoc., gue
c widealitzaveny la geometria sn tots els seus descabdellaments, afer
reblat per les consideracions numdrigues,; 1 alhora ~— pel mohiu de
la seva irrepresentacid ~- ng merament comparables amb 17ds del

lenguatge com a reagistre Fa fracta donoes d ums originalitsth
lingliistics del tot rcllpvan ; gqui te, és clar,. a1 “Prafan% aue hiem
aprés 1z geometria euclidiana amb tods els seus possiblas nivells

[

L

.J-‘

de lechtura 9 accepcions, guz ja Jominen eis sews afaers, 1 oan la
gual  wsem prou mers reqiﬂtrms (al cap 1 & ia Ti usem aixi el
=

i

ilenguatge més gquotidid), la pensam aixni, sSanse
prolams,

i

CAL  MENG O

Sabem Jja gue gls continguis
qgual en qualsevael racionaliltalty alfl
nan per a discursos geomshrics: d
o@l miérs de detall les repsroussion
lagic gn 17 a:t:v:taf JﬁmTrth,
rotes a ia geometria df Lgbatreveis

*'w

xlgun texwt de la geometria de lLobataevsh
Ia seva geomebtria tal 1 com 17 exposd
amlh _wna tsoris complela d=
larg dels anys 183533 com a
temadtica sobra @l temas mes 2
e btrebhallar i.j =1 t:__.}. -
. Titat, Qus nNo Ccomengae &
¥ oz o2ls Nom% rmdﬁm@nt"' ahas reoa
q:n&.ﬁ toha uns
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tercara no es tallen 1'una a 1'albra)l (Nous rudiments 5 481y =0 una
triangle hi pot haver un angle recte o ochtls, mentre gquse sls alhres
dos, en aguest cas, son agubs | §49); ur triangle esguilater 8z
tambd equiangular, i & 1 inrevés {(totz 2ls angles =00 acqubs) 5&0};
en un triangle equilater la vertical des de 1 angle agut sohre la
base biseca 1'angle i ia base ( 5 52); lLlangles axterior gue
s'prigina pel perllongament d’un dels costats d'un trriangle 2= mes
gran que qualsevol dels dos angles interns que no 1i =an adiacents
(& 53)3 en un triangle el costat hés gran subtendeixn 1 angle mes
gran, L a l'inrevés (§ 541, i la suma de dos dels costats @s meés
agran gque =1 tercer (9 35): els trisngliesz =én congruents quan tenen
dus costatz iguals i 1'angle gque contensn, o quan tenen un costat
igual i els dos angles que circumscriu (581}; doz triangles
rectillnifdls sdn cangruents quan tenen: els fres costats iguals (
©@Z): dos costats iguals i igual el m@s gran dels angles gue
subrtendeiven (§ 84)3 dos costats iguals 1 igual =1 més patit dels
angles gue subtendeixen, en el supbdsit gue #ls dog triangles o =00
acutangles 0 son ocbtusangles (5'85}; g6n aixi mateiy congruents els
rectilini{ =, si tenen un costat igual, un deis angles gue
circumscriu igual i també igual l'angle gue el costat subtendeix

Hi

4 £71. Pels exemples s observard gue prou de lss proposicions
cantingudes en el 1libre I dels Elsments continunen walides; Ccal

doncs introduir-nos de ple 2n la proposicid norantzna, que fa'”s

35 T

Erown Sriangle rectilini ls suma de toits 2is angles no pot sgr
meE Qran gQue 1.

Anonanen S 1a sums de toltsz sls anoles : tangls,. Mo sssendh
- it o oEmriear il

albires dos=s. Hem yvis (
AR (Fig.47) es oot transformays en wn 2l
clee tots wlzs anpqliasg = 1a mateixa. meniioe
aqualseeyol del orimer triangle congbitusixsn en =i sor Beda
' ioper conssglent el tercer apgls Bl s bl

"

1
&
wranstormae de btal manera gue es divideix esn dovs: o 1

Rl P =]
I e T

'

Presduim de 1 important text de F.Engel (of.bigiiografial,
pags.lai-1ad,

nq

Hy
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4 B, i no asigqui 1anole BOAC=A m@s oran gue @ls altres dex. En
aou triangle @GP 1a zuma de tots 2ls agales es des oou 8. Lo del
angles @n els punts A, F ha de ser & 172, Tobt i aixg tepnim en gl
trianglse ACK

Simui doncs ABC 21 triangle 0 gue 13 suma dg +CT% gls angls
&

s bl

3 I

T

g = LQC. + LFal + LaFc
= LFCB + A
SOmM ot . .

r,
[

Mentre bisequem el costat oposat a l'apgle £ 172 6 =0 I unltim
triangle, i prosseguiae transformant sempre, tal com hem tet, on
triangle en un altre, ens caldra en gengral conclours aus

a4 r+ 2 A

on el pombre enter pozitiuv oo pot ser tan gran com es vuldouni, 1o per
fant 74 ran neti* com___es vulqui,

anitluq nznﬁ A ens cal Suggﬁﬁr meranent o gue S=n o gue Qin,

Fou Leagendre (glements de Géegéirie) gul provad primsrament
aguagsta sroposicid, mentre que fou qusrvg abanzg gue znoun firiangle Jav

un _ contal craiy alhora amb 1 sngle opgsst. Eo 2i trisngls /S0
(Fic.B4) simui 21 costat DOXAB, per consagiisnt pestest agut 1 angio — &
Gon. Donem sl costst B8O una nova posicis R, mentrs fen mes perild
2 z ).o :
1
4 & i d
Fig. 54.

j

Langis SEC, S'originen dinﬁkca trianglass
1l angle asut GRC J Utr%anq*a A amb 1 an

costat AR, per on la’amma dels angles ADE
Biwdy msicnifica sus elas munts B 1 D s troben
la recta A0, la qual o' aguests manere constibes
teigngle A0 on 1 angle A00 = BDC-- BOS L O
BRAAL (& 545,

En el triancals AR anomermem ars b i
1 SN ey ml rﬁn*ﬁi b

L e ﬁﬁC Fﬁ 1m A rmurxu d&

oL = P’“" =, . miwi com 0P = OB
BT o= BT w2l angles RAD
... UeEntre urin
serdez per omitia

2]
m
s

it

hriancies s2auint
]

e xaa GbteEnim ai
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ARl &= ﬁg gran gue w. bLlavors els costats BR' ., B R’ ..., =én

L e
iguals entre ells i cadascun <h. Designem sl cozmtat BR' apbk 1a
Liztira i amb l1ls limtra n 21 nombreg d aguests costatz, 1lavars
‘ob

bBlanir

P oplh o — al

cosa Que no s possible per a un gualsevel nombre enter positiu n.
D aind sz geqgueis gque 1'angle exterior que s origina pel

perllongament d'un costat dun brdanagle pot ser igual o meés gran
gue la suma dels dos angles interns gque no =6n el sew adjacenty.

Ohservi‘s gue =1 paragrat 533 que esmenta reprodusiy Euel.l, 15
tanctem que aguesta proposicid no @3 universalment vilida en la
hipotesi rismanniana de }'espsili tambéd gue

R S =mw ~- JFCD + A
Cper g
J ACF = LQEB + Lz:'fm,.

Ferts cal mee aviat accentuar com a3 rellsvanit igs conclusions gus
g autreuens si en geometria suclidiana

FCO = A, 1 oer want 5 = o

Lotatusveli afirma gue dzegons aixg no podem admebre ous 8 o~ 0
sigul un gualsevol anale posiibdoe, =ind quz sns ool suno=ar pneransnt
oo 3 om o7oo s 50 Y.,

Tot 21 numsro noranta 2 saterial de Lsgendre: Lobaisevaski,
@ la introduccid dele Nous imants, Raviae ja  Lingult  par

incorrects una prova del matematic frances, que reprodusly, sogons
I= gual lz suma dels angles d’'un Lriangls 24dn dos rechos; “E
prova de Legendre no 2ra per readuccico & 3 i
paragrat gue sshudiem en raoull uns, d sguest matematic, gus =1 gue
i és, i justament semibla ogue esculli per a renuanciar o a la
hipGtesi que 13 sums me}q angles d'un Ui Eer mEE aran
gue dog rechtas, En efecte, tenlnc

..._"l“f\

wuesha prova 2% oobh Drobse
Sigul AEC wn i*zanu4@ donat, AR
=] costat mes i

a AR, guz pa
Fart gus AR
[ erm .

-t !

r

h

=E

507
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13
i
o
i

sembla gque, posats a nno acceptar sols gue (en el limit) S=un, tant
hi pd¥guemn admetrs Sdn com Srx®r. Es tracta que 1'estudids, qua
domina Jja 1 art geométric i, =n conjunt, lem  dies capjinﬂa
matematiques, decideis o establir qgue, en lloc g acceptar solament
gue la suma dels angles d un triangle fan dos rectes, acceptara gue
també poden fer menvyes de dos recites. Cal comprandre ailse com
1’atirmaciéd d'una pauta de conducta lingdistico-habitual a partir
de 1 aprenentatge de la geometigia esuclidians, com ara mateix

tindrem ccasid d anar—ho comprovant™;

« 591

Buan 0 un triangle la suma de tots els angles val m, la suma
val també w en gualsevol altre triangle.

. Frel tyiangle ARC (Fig.8%5) pressuposem agubts gis andles A 3
G i la suna de tots igual a w. Des del punt B fam caure 13
porpendicular p al costat AC. gue d'agueshs mangsre s divideix en
dups _parts g i re menhtra gue 2] propl triengls es dividedin =0 dos
triangles rechtangless: 1l un ambk els catets o i 9. an 2l gual fem
suma dels tres angles igual a w-—g, 1 allres amb els catebs o & v,

mrp el nual setablin lo suma digual a w—#. En @l trlsngle donat AHD

®oins de 1 euclidiaspizme hom demostras, €8 clar. gue la sums

dalz angles dun triangle fa dos rectes fpar fant no fa mss de dos
rEotes o mEnvysis, 1oen la figura 47 6k 1 CF sdn paral.leles. wom
gurem més avall tant en lss pressntaclons que o sequeilden D ordre

VELT
dels Eloments com &n #1 no-euclidianisme sembls gque = ha de tendir
& wuna colia d'assumpcions {21 walor de la suma dals angles deis
triangles, el postulat de lez paral.lsles, =tc.) 1 gue 25
"“xpuslcﬂé dels sistemes hi hagl ordres diversos de gdestions qus
‘encreuent hem somentab, per srxemple, gue =] propl Lagendrs ofard
una provae direcia (tot 1 gue snvias al limit) per a
la citada de Lobhatzevsil S pere raduccid a 17 abaua
indopendincia  del paragrat e i
d'euel.l 18 conporia la R0 Laol
Loabate evskl, e 2l B2 SguRiv,
Liassumpeid de Sin mante ia possibkil k-
ni omés gran gue u {of.Milbert. Brundiasgen
41=-4%r. Fer dir-ho aixi: 1% abandd del cami o
saclidnclia Nue RSTUMIn Droposicions S8ns e
a, tor pisgat pal fabt gue ia EﬁﬂLﬂﬁFéEF cam diram de seguida,
negar-nc ai“ﬁrﬂ, hmt"z

v,

trobhs =1

. L
itat gus la suma

irspes o

3
ewemgle gum N poden atirnar qu&lfam
TILIER cnada I arguneniacic de Lobatsev
et e:ﬁsvw d o=y
ravnlza 20 agquest punt; sind e ool
petipulacid,

i

wibidem, pags.lod-is&d,




L] -
Thd
la sums de tots els angles ha de ser _igual A& T—a-B = n, oero gsgant
s !
AA |
I
e
Fig. '
;

impossible de pressuposar o i B G 3 nombres negatins, llavors o
= B o= 0. Aixd significs gue en__cadascun_ dels dos trianglss
rectangles la suma dels tres analss &5 igual a n i la suma dels dos
angles aguts &3 igual a 172 1w,

Afegim_ & _wn triangle amb catets p i g wn altre d jgual.
hipotenusa sobre hipgtenusa i talment gue gls costats iguals no e
Erobin, sind gue s’gpeosin els uns als altres: obtenim aixi wn
guadriliter amb angles rectes (Fig.B88)}. gue hom anomena rectangle
per _ aguesta rad, Ambk n rectangles d agueska meng 1 posant els

H 7 ¥ /
Fig. #6. }

v

costats pouns arran_dels aldtres, copnsbibulim un nou SECD. e =l oug

i

@l eagtat AD = BC = p 4 AR = D2 = mg, Os manera seohlant aconsegiain
un rectangle OABEFE, sn gual tenim AR = BEF = g i 3w EF o= g, oo 1
assent nombres enters gualssevel. Amb la recha BE dividim @i
I3

rectangle ANFE en dos frRianagles rectangles conogouents ARE 1 BEF
581), gn_alzs quals la suma dels tres angles &g 1s matelxa. por
=

consegilent igual A 7 2n CAGABSUNA.
Gualssyel aue sigui =21 triangls ARG (Fig. 87 amiz i &angle
recte BAC que tinguses,. sespre poden prendes wns noonbrss entarns o
im_tasls gue &l catat AB«m.p i ACAn.g. funan doncs el iarguess A8 L
A on la direccis dais purts B i D 4 Ffem Ab=mo o AEsns. abtealsm g

4
i, BT
trianul matal la sumg de boatbsn mls anglas

|
ial sers esmpeimgut el trianols HED. da
GLE divxdlm 21 triangls AOE en tresr DOE,  BOL 5 a¢o
rocta DG, 21 =murnczeqn on agquashts mwr““rm trlanglos snue Lo

L
angles #@= igual & Mg, T-0, n-¥, an ol trisangle aL0E la
: . :




respliar iqual a w-a-B-F = ., guan, despras d haver supash tots a2ls
angles, es llava 215 Zx dels punts 8 1 C. Pere o, B i 3 o poden
ser neqatius, i per consaglent tenim gue gz, B=0. 3 =i, Hawvant-
nos oiwesut gus k*fi nem provat alhora gus en gualsasvs! btriasngis
rectanglias la suma dels res _angles @#s igual a wi pard com 820
gensral gualsevol  htriangle oot d1v1d1r*~m g fos  bFriangles
rectangles, cal que la suma dels tres angles de gualsevel triangle
gigui igual a .

Agquesta proposicit, també 1YV ha provada Legendre (#léments de
Geometrie), perd nosaltres admeten a més a3 més, 85 1a WERT nue
ampliem la geomeiria. tant 1 un com 1 alire dels dos supoesits gus
fins al moment =on encara possibles, l.a geometria habitual pranfen
concardanca amb_els mesuraments reals dels triangles, la sums dels
£ angles igual a dos recizs. Com a fonament per a la geometria
imaginaria, gue sois podem congebre eon =21 nostre enteniment, scs
sprveix 1 altre supdsit, aixg $3, gue @0 gualsavol *r;aWQ1e la SLUMA
dels tres sngles ha de zer més pehits gue doz vectss

Cla suma esmentada creix ten aviat con els costafs dhm trlaane

thigprbrreebndr:  independentment, per exemplsz. de com giaud: 1 anale
£ 3 %mm M]}t‘} 'h._,

Fig. 81,

by

A 4o o7
Pt T 3™ LT s iZF S a

[N

=i @n @)l Triangls ABC La sung de ho!
ém igual a nw-a, =i o2l frianqle 20D doual o a wM—BE,
DOE dmnal a H—E la trobem igual a4 o-a—-H- Yy =5
Fer contra guan Dr.npg g tobz sis triﬁhml&a
angles igual 3w, llavors le sume dels angligs en
g conhorn Lode nogostate ge dmual 8 (A-Riw, w2E
" auge 21 paligon gonat
TEypraesid g9 la supaer

de considasrar Llavar
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¢riangle ABRC en el pertlongamsnt de AC, el rastat B C. orodusid,

“" Fi il .f'——--—lc' fl
¥ig. 35 r

tallant BC en el punt D, dos trispglies BOR® 1 €DC" ., =2n els gquals
la guma dels tras angles val w ok L?DE*. cos=a que as impossible

T,
En ml Supssit cus 1z suna dels fres angles @5 igusl a 7w, gls

triangles poden perfectament no aer conaruents, ma1m1dt un tinauin

T
olg tres angles iguals, pergus <6 propiamant S0l ignifics la
igualitat de dos angles, mentrg ques el cpshtat roma &rbltrarl {

211,

El punt primer del paragrat 71 g8 uns Fadueeid w‘} ab%JYd. 1=
i c""I? .

r’ AT

4

5¢gmr hJ +nrnd g una manars directa L clara 2
= 1= : qus el joc de des triangles rac:ﬁnglgr $gqalb fmr
sotangls sembla prassupcsar gus la SuUna deles anglzss de Cads
glea e g dos rectes)™ 1 el tercar poitser Qr@para el

n‘-‘—'-l

[
>
-

triang
la geomshria 1maq1na§1% pei- mitis d‘uﬁ nova reduncld 8 1
gmn@ralitgac;ﬁ gue 1a suma dels angles de quaiﬁexun +r"

rectes padria provenir  seguramnent  de Ia nost L
reiteradaly senze reduccld s 17 abzmurd, tenim dire taﬂwnt g la
auma de tots els angles dels btriangles DOE, BOD 1 ABTC fa

| DAE + [AED LEDA  +  Zm

per aixd el quart punit, menitre havia estalt preparat pel

=+ segueir sstrictamsni, pers &ra per o= lx pauis gue
guardar p=EroAa l'aatlp wlacico la mircumstancia qgue 1a

2 sSobrepasss anb 2w la sumes de

angles d un hriang
COMMDIEN 2

b
ot aaumlls tirianglas aﬁaﬁﬂynlatr i
1ic g hem apras, i o
UhﬂanlEHGWElug Flwo
=T el CEROm M L

= » &z
shg e 2i3) .




astipulacit lingdistica {(gue alhors ha psktat poszible pel nostvre
domini geométrico-matematic)™, Un fet veritablement curias: mentre
Lobatxevski ens diu que sols podsam ;ggggg;? una tal gsometria;
1'aupsriancia mer;onal assenvala gue alho arra Tins Lotat
més als gratics (hi ha un ssEguimsent L?“. - . ~= tazpndaid A na
confiar—-se tant en i’apranmnhﬂtue —-—  to% aatipulant aihors 1a
monducta lingldisztica (que prové d’una Rabituaclis i dei domini
d'allad gue s geomdiric). Sam davart d’um faviam Qua passa ®l
repassem la geomatria {(euclidiana) rot estipulant gue la suma dels
angles ¢ un triangle es mencr‘ﬁ% doz rectes en lloe 8 igual a dos
rectess, i per aixd 1 habit que pressupass el perisanent ﬁ1ngui5t1h

ne &s gens incompatible ni amb 2ls processns apreaa; i AdSEween 2N

.y

You Q} amb un zeguiment légic ad hoc dels grafics —— NesessEs p 4
Lt
an 1a gque no hem de deixar passar 17 *ntmpClG qua &ra ns

Cacceptem —-— i, cal recondixer—ho, &n 1sa major parit de demostracions
geosttrigues (euclidianes) el fel que la suma deels anglez faci dos
rectes no &3 res més gue ura pauta linglistica dominada.

Fins aqui hem pogut parlar o abstraccid en el sentit e
gereralitzacid, de domini linglistic, d'us linglizstic de guelcom
que remeiria a algun aprensntatgs. Ara oodem afegir-hbi una nava
accensld, Helqu? en estabiir pautess linglistigques que van conirs

M u : D [l D Wi, . . -

ia loglca IR - una possibilitat de fet que sagurament no
e mes enplicaq&ﬁ e mal reconfgiver sonse embutse gue 1estipualacid
s L H

BT Il les nmostras ropressnitacions: o 8n gl

gus la foraulacis dels QQEtm;ﬁt: 4 una gEomaitria
3 gompromess 20 construocio stigues i quE 1

mateixa activitet humana gn pensa o' altres, f

Foincard =én prou entensdores: dels exiones geamé-ric& no san

i Judicis sinté&tice___a _prigri  ni Tats ewmafimEL C
convencicna: la nostra trila enire 1o

petd auiada par fehs guperimsnlialss

i que l1a necggzitaet d ovitar

o iats pous reaggﬂ *1uura¢;i
toh 4 __WQL; gy §omeey han dh‘er
apraximatives, ;trea e

FH-T:‘? =

‘.'*.'trli

(Mo pario

151&1

=

RRENEN,
Fimw %
matematlc
interacclis



seguiments naturals. Som davant dun pensament lingGiztic gue Té
sols aguesta entitat: sons 1 afeccions, cozsitat resultant dels
aprensntatges i1 de 1 espontansitat humana {5i wnrzs plauw de ssntir
parauias belles). En una acrepcit més ampliada, wuna geomsbris no-
euclidiana és tambg abstracta en ' accepcic gua r@nnJyd_unq prauia

lingdisties xrwmpﬁzgerzable amb =1 =seguimnent ﬁs&imnﬁﬁ&w {scvint
- o+ ; .

aferrissadament LE el ), o les ateccions gue el “Eanlaren“ N

art meravellds que causa més aviat sorpresa per la versatilitat de

1a conducta humana gque testimonieja. CGwan, 1 acabant, Hariﬂm de la
no—contradiccic de la geomebtr?a de Lobatxevski. o del tot gue 3
consagiient, devem voler sBxpressar gue les pautes lingiistiguas
?zzﬁtzgsentable¢ de gud ans hem fornit i totes aque}les pautes {i
pm_ﬂaa%él que acceptem de la gaometria normal valen psr =iles
mateines i que el discurs gue gn va brollant no +rpba (ni accephbal
afirmacions o negacions contradictdries.

— Mt." ﬁVaM
_ Fl paragraf 92 exemplifica una mica 2] qua anen &ient: la
geomnetria euclidiana manté que la igualtat entra els angles de dos
triangles no suposa 1lar cunqruénc¢ﬂ, pera  la jaﬁﬁetri: de

l.obatwevski ho fa en la %&ﬂa-que ha Magut o adimetre gL
dels angles dun briangles contingut en un altre &s s
dels angles del triangie continent; =1 tipus e
trmba &z 1 apresa 20 els nostres raonaments i iz
trisngles gue tenen =13 angles iguals o =00 iguals o =2dn
(1un pot eetar contingut en Ialtral; com =
zenclants, donos s20n iguals,. La segona parht @

3 1 absuyrd tenint en compts les EELLQL14C¢9031
Mabits adguirits {(noten que Ia sums dels anglss &5 wt b
claa ktm/ 4+ BB, on o7=0). E aagﬂem» pardarat sers
conegut pel lechor®™: /-

?
«LINIES PARAL.LELES

o
7

14

=.5=_:..'*i"r=ar'l <'f' Lin muﬂ'

£
]
il
3

|
}

T
]
b 75
it
Lo
:Jj:

HR N
oo
- -

“f

[11]

ig

3




274

giravolhar 1s passa dee de les seganlks

iimia CD sobre =1 punt T,
£ A :
xr’f

/

/I
. |

e
>
Yig. 84
en_ i'angle FCG° & les ne-sgcants en llangle Fi, ey atabant
novament a squelles linies en 1 angle GCF ai perllongament e les
i anale

talla AR, finalment a les no secants @ i
fot qus leg

QJal pel punt C
FIRgY, Fles comtats dels guatre angles sstan donats pel

dues linies FF' 3 96 e tallen mituseent, 3 dugs rmpr&egm*nqt
paz de les g?gantr 3 lea no—secants, san patal.is

__________ les linies segants o oo-
COn abanﬁ quan paﬁamn = *'al+ra banda s ia perm@ndlcuiar
21 matgix sngla.Fer aixt podem congixer las dues
avhoy:  ocom  sapigquem s manera d sstar tnlnﬁecada
paral.leies. SF. e 1 SeE

‘annls recte ELD.
paral.iela a AR, esta tracada anb @l mafﬂ-v anai

T Lo i."‘_‘.ll'n"_

Loalira bandae de EC. Finaslment 1§a_dreg pnarsl
=ous perlliongaments OF° 3 OS5 pei opunt O conshitusi:
oposats pel vertes GOF 4§ G 0F, =nmig dels ouals 25
e
A

- .

tones 1oz rectes diversanits de ab,

Quan diem gus wuna recta e una paral.lels
sntendren amb aixd & paptir d apas gue l=s duss
mateixyx cantd o uma  toareses  linia gue  tag
paral.iela a DA, BE° o DE, jes dues en cads 35
mataixa banda de s timia CO, Des duh pracnt uanaf
denar A raral.lals A L i
"érghkn 1nr‘dcr der 13 nual =eia
i masss 2 seh uns $ind

,tre Si meyr evesnnls

.
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we alhre. Els sequidors d'Eurlides han agreuiat sols 1 afer guan
afagiren determinacicns complementaries que eran o arbitrariss o

roamzlatanent fosques, foaguan = esforgsren, o€ convancer-es ne s
rarraccio duna verfitat sunosada, que dlacord amb 13 mes genuins
e=séncia de la neometris @s impossibls de provar,

La dnelipacid d una recha £ap 2 N8 vertical gue catt schra uns
altra linis paral.lels a2 ia priscera, 17 ancognen 1 angles del
paral.lelisme gque pertany 3 aguesta vartical. Assenvalaven 1 angLs

mateix amb W (p), ouan p és la verbtical. Tanmatelx volem remarcsr

guz 1 ' expressid 0 {o!} no_represents ara ner ara can  fungid
analitics, sind gue sSpl3 sServaix com ug slgne gue assenvala  lé

W

pertdwyencas de 1 angle T {p) a 1z linia p».

Lobatxevaki ha canviat 1 ordre de present
gque demostraven gus la suma dels angles d'un triangles sdn dos
rectes a partir del paral.lisme {cf.Eunl.I 32} perd agui, havent-

se ja presentat les hipotesis de la suma dels angles d'un triangle,

s'hi imntrodusis el paral.lslizme anb 1 aparsnca d'una altr:
hipatesi independent.

iCom hem pogut saber gue calia tambe introdulc aguezta nov

=i7 Mgs awall tindream 1 oporiunitat dentraveurs gque @1 pa

‘patipulacid S4r 1 el oo paral.lelizoe en uns dipmoci

ne smotd absent de dificultats, perd la neceszsitat 4 un.
)

8
—
=
f
[2
i
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i

] . s fom 1 ; ; T D e R oo
peva pauta e fa del toh svident en 1a &84 que FRpsESIenm giie

facil g dificil aguell naszs,. nosalires
i ieme euclidiiz i 1 estipuiscio Baim. W

03
—

sracions reklaria uana vegada més gque 1 aprenaentatgs
renfeccin 4 una nova geometria arrencs de le#s consics
lidianes, al marge de la presectacia ds 1 noves Ldsgss

-

€] caractor convencional de la nove paubs 2 coaprova &l

mateix guan Lobatrevski circumscriuv el nom de paral.leles’ &
linies gue limiten les ceRvergants i la=g diy
U3 P imes & e G : Jant la linisx

guast now parsl.lizllisme
g acord ambk  1la definicid
=5 btailen
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esnvencid: no s una nova definicid de paral.lales pergus pel cap
bain remunta fins 3 Fuclides, perd els pressupdsits han canviati
la dofimicia dels Elenenks ers capsc de sar un discuwrs lingudistic
a pakFtir de 1 'experigncia lagica %‘.;%%3“?. - la nova definicid
ia no permetria aquest procés, mentre que la superposicid de
defimicions g'Eucliides i de Lobatyevski, essent formalmeni igua "
condensarign vicissituds intel,lectusls diverses: &3 tracta gque 1=
cggona definiclid provindria df gell nou de la primera, servant fins
, . a tusneceld

i tot les parauvles,. guardant pnaLIaa

==
il
i

des d'una tal pauts,. suposzant
tot plegat Ll ensinistrament en les disciplines wmatemabigues;
d’'aqui, per exemple, que &% trobem ara infinites linies gue no
tallen una linia donada gue 85 troba en Bl mateix pla, que 1 angle
del paral.lelisme podra ser divers d'un recte, ato.

Facsem doncs a o altres dos paragrats. Els Mous rudissntzs wvan
establint les segisnts proposicicons: si dues rechtes ftalisn una
tercera fent angles iguals per un matelx cantd.: les dues rectes no
es tallaen (Nous rudiments § 241; =21 punit per a circumscrivres la
lipia paral.lela & una linia donada pot ==+ wun qualsevel de la
primera linia { S 2513 si una limia &3 paral.lszla a una S8QGHA.
aaquesta ho #s de la primera | §~95); dues paral.leles sén tanbs
paral.leles & la recta que s origins per 1a intersecois
plans cadascun d2is guals contd una de les primeress ractss
25 pot bracar per un punt deonst una recia tal gque Fac
petit com es vulgui amb una segona renta danaﬂa.{S?S_

L G

gue san paral.leles ura bercera son paral.lislss uana a

{ S??}; guan tres plenz es tallen en lindes psral.lzizs

deiz angles nlans és digual a 1w o S 100y, 1 liavogrs ve
Zadny

important paragrat™®:

lues =n wun triangle la suma dels fTrs
Lisvors duss recles gque = =]
paral.leles L'unas a 1 altra,
i 0D {(Fig.R7)
B e

= w21

&




g
=
B

172w

L CAD + | DAR

per conggatent llangle

AL = A0
pera @l darrer sobt fer-ge fan petit com gy wadgui (S?Bi, il
conseqilent AD talla =empra la rects U0 ng ioporiant cgg de pal
sigui la seva desviacio respecte de AR, Alxa significs gue §OD
s&n_paral.islies (§393).

rer aixﬁ_ﬂuéa linies =&6n 2o general paral.ieslez gn agquest
supdsit quan una tercera les creud amb angles iguals per up mat=1ix
cantd, i__ner conseguent dues rectes es tallen 1'uma a 1'alt
sempre que estan inclinades amb une tals angles interns raspecte
d'una tercera recta gue ez troba entre les primeres, la suma deiz
Quals 23 inm. -

BLian &l contrari = admeil gue guasseval duns linies
parpendiculars a una recta son paral.lelesg llavors cal gus la ZLUna
de tots tres angles en =ls triangles sigul 1gual a .

Siguin per =sweanle AR 1 Ch, les duss perpesdiculars a AC,
‘paral.leles 1°una a 1 altra, i diguwem guwe zp el hriangle ACE la
asuma deoels fregs angles @5 n-o, per csnaeuuent 1 angls BeErax. Fam
Liangie BAD = a, llavors AD talle 1= linia € £S5 proddsia L
triangla ARG, =20 21 gual la suma w-at ADC dels tres anglss o hse d%
s3I lguml A s suma dels tres angles en =) triaggls ACE g ha de ser
mes petita gue agussts (5 Fil., D aixd se sequaiy

"i“
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W o 4R +-Lﬁﬁu EA T

urn conbrasentlt gue sols anb el suptgiti o o= 0 pob abhandonar-sg

EEILY

Lielieme

Ei paragratT paless las d T i ! EN
(o' EBuclides) & partir de 1% azsu S=n, L exercici —- que
AT lema de Legendre —-— sembla  superposar  do :
consideracions @ (L) gue 1 angle ARDS poit ana i
correm el punt D oper las drets. pgr tant oo El oM gu
il B oeb A 1 ﬂr.ure aempre un triangle, qus no tind:
tmme, 4 gus fariz uwn raonanend
5 timies qui uwna TeErcers
o lfpica wvaisrs oom a
timia A d adastar L7
ala a LN, ph*ﬁ w1l oas
alt =n 1 ahiﬁmgu

“
if
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Fard 1z derivacid de B3=1n a partir- o
3 e No @es nas facil d
saduscid a1 ghsuerd el

o

ausstas ;
2w, 1 despirds brebhallans
iarriame, @5 prow difiolld
geonstria de Lobs?
WL cimpran®s el pas osp o al
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Jims § Tot pev esteia Jdra imTertsiamt. d‘zsfvd\a\-




—d

oo

a partir de S=u) com &1 no-euclidia (gque caldeia accaptar-lo potser

justament a causa d Buci.ll.SE, aind @m, raspant d acord anb les
categnriss apresesls v ominf les estipulacions del paral.lelizme
apareiuen =xpositivament d’una manera independant de las pagtaes e

s & (cf. Neous rugiments 9 D3

En acabant no voldriem deixar agueztes notes sEnHse pErmehre
delectar =21 lector amb la lectura del segient paragrat, una moshra
del geni de 1'auvtor rus i de la fﬁrga da 1/ pomg peEr 4 BNnsENyar—ne
x partir dels aprenentatges de la logica PR N

Lo

Fressufiposi’ s gue en un triangle 1
as “m, llavors 1'angle ng} dizmihusix g
comenca amb un valer T (a) = 1/2 = par a & = O, 1 5 aprodins al
rimit T {a) = 0opERr A 2= A . -

a suma de tots 2ls angles
Fadualment mentre & crelix:

lhservemn ds primesr que Weay =0MTiny: ouan &b
e = b (Fig.%9), A4’ ocerpangdicuiar 3 AC: SE Ry
An’ , per conseglient 1 angle QEB‘LﬁﬂTm,.
TSR rr{a) = DV ibhY, altrament hi hawria digs
24), Encara _ssnvg 235 pob

i
g

J . .
A una recha onae garilen

£ 2 A

. o Fig, . : .
tals rr\b;_ggr A Aa+b perged en aguest gas e rmoha =}
taliaria 007 guan es fez 1l angls ALDR iowal a Pt
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aixd en qgeneral hem de trobsr aguesta suma més peiila gue w2 o

on noes un nogbire enter oositiuv. Aivd exigelx qQue finmalment certss
perpendiculars EE', FF' no es trobin, s un mabeis canto de 1 angle
B, ambh les altres linies. Entre aouelles siguil EE’ 1la perpegndiculsr
a AE' gue no e troba amb AL, maptre gue totes les restants
perpendiculars a un mateiy cantd set, mamaons 10 apale B, ballen A0
i__alhora totes les perpendigularg FE° & 1 altee sanéd s=a0, menr sds
gue les allarguen, no se frobhen amb AR, En acuesh was s) cozbat AD
€z pairal.lel a las perpendicular EE, :

Per tal de ci
1'angle & per dins i per tora. & 25
rectes AF 1AM, s smecomna fo v

-3

srtiry senge tallar el costal EE- .

AL des del sew virte: 1a rocta A5

i

gel ocosghat AR ambh =21 mateix anplse

alla BEET tan aviat com va per
Eooauan wva per Y altrw oantd,
Mantenint 13 constancia de=l

prtengre

ek T
SE T AT BT

o
A& T o0
i i {

R

oy tamoe s bipds

necatin gue orsiyg
Mafarat pos

e gz smeryir solg

=




alhera de la linia a2, a 3a gual periany un tal anglg, wna tal
‘dependéricia pot ser sssanvalada. an 1o MEWLA W e o ds congguda . oom
una funcid geometrica en_gentrapgsicig amb wna Tuncida analibtics HGus
azta rcompletanent determinada o pels seuys valors numerics o per
certes igualtats condigcionales.

En_ la caeometria habitusl se sUposa gue 1 angls  dal
paral.lelisme sempre #c igual a un recte. Tanmatein es ool
pressuposalr  també aguest angle com a8 wvariable, @z a dir =n 1a
geomaetiria universal o imaginaria, gu2 compreén la gepmetris habitusi
com un cas particular, 1’unic a wmés gue ens Iliwra mesuwres partades
reaslment a terme». S o

El text pot oferir alguna dificultat de comprensic: noti’' s que
és impossible gue w{a)=w(b) (figura 98) perque RE’ i CLC°, que =N
paral.leles (Ngus rudimg&ﬁgé??}, ho serien sois en sentit euclidia

-quan, en general, hem pressuposat un altre criteri de paral.leli=ms
“(Mous rudiments S‘TQ: s tracta doncs duna sstipulacia). Pero
tampoc no  poeden admetre wlaldn(b) pergud, BB i Q7 essant
paral.leles ®n la nova accepcid, si w{ajdn(bl, llavaors quan
ABDY{&), BD seria una linia convergent amb DC°  (hNous rudiments
9%); albora guan [ ABD = niby ED i CC° no s tallarien (Mows
rudiments 94}, cosa que @3 abswurdas no tenie un altre ramal gus
acceptar gue nlalrn(bl. D'altra banda la intencid de Lobatxevaki
#n 1a figura 29 23 la d assimilar la linis AR’ de la Figura DPE ami
BS (o CA) de la figura 78 1 la linia AD de la figurs %% amb la
Tinia BRC (o CC’) de la figura %8.

En la Figura 99 la perpendicular EE° o FF' no troba js o=@
costat AD de 1'angle A guasn tenim el supdsit gusz la suma dels Tre
arigles {(Umn dels guals @5 recte) hautia de s, per exaemple, mnen
gue wAZ: el triangle no es pot tancar talment com en geomnstria
guclidiana S ha de valer wi: &5 impensable wn triangls euciidia la
suina dels angles del gual sigui senor gue 5t i de fet no hi ha un
tal triangle; per tant quan =0 lTeuslidianisme un doiz sngles wal
n/Z, ®mls altres dos plegats no poden zer meés petits que wiE Nl ass
grans, i.e. S-n/2sw/2 - en el cas de I’ aroposicid gue sehudian.
pautat sdm 1 donat wn angle igual a wili, 2l valor del ir
nlegats me troba entrse O 4 5w/ {on Biwi. Blalirs Dands 50
nossible guse tres linise situadess &0 W pls,
szsent peroendicvlars, no tangudn un trian
wuclidianae guan si sfs no la tercera g paral. i

E
-

A o
L T

oo hi superpDsa (un molt particular cas da
S agui que, en £l oas de la geoosiria de Lobain
ITafer: EE° o &5 psral.lela a3 AD 0 £ hi SsuperBoss,

acospiten s primera solucld pergue FE gztd ssgaret

Lzangla del paral.leliszsne
H rpendicuiar 8T L
M primera linds Que




AL S I . .
a mida que augmenta 21 valor de 1a perpandicular a la linia de la

gual 1z gue estudiem &s paral.lela, Lobatuevehki recorrs & la list
de la constancia per a establir gue aguell angls tindrs un valor
mawim de /2, guan le= dues paral.leles coincideixean, i de x=9 guan
el valor de la perpendicular valgui infinit: an gfecte, =n 12
figura 98 chbservem que 1 angle de paral.lelisme va decraixent més;
en la figura 99 hem pcaut estudiar que la suma dels angles dels
triangles decreix a Yredla gque sugmenta la perpendicular AR C'B7 RS
fins arribar a E° gue ja ne talld AD, i gue per tant marca 1° angles
del paral.lelisme, amb 1’ afeqat que un dels angles del triangle teé
W valeor constant (w/2).

En gualseavol c&g &s tracta de ser conseqient amb la ldgica de
les ralac1nn5 geométriques que ham aprés d2 sempra tenint en compta
l=z noves pautes gque hem estipulat Egracies precisamsnt & 1 h&bit
de les relacions geométrigues & al dominil de les seves entitats que

axpressen =n el pensamenit linglidistic).



Els eshossos nue ara acabem sembla gue han indicat que es
possible una aprodimacid a algunes nocions de 1 aritmetica 1 de la
geometria elementals a partir dels, nostres minims supbdsits, i hem
pogut assgnyalar aixi mateisx algunes de les relacions entre, d una
banda, ela afers naturals i representatius, i, d'altra banda. les
generalitzacions, les formalitzacions i ies abstraccions
emparentades amb els llenguatges guotidians i de la ciencia.

En afecte un dels merits del nostre radicalisme i positivisae
logics rau potser &n el fet que no tindrien propensid a substituir
(ldgicament) uns usos linglisztics, matematics o no, per d'altres
moments, s a dir, mentre tendeixen a rescldre els dubtes del
significat de mots gue usem en 21% nostres llenguatges, accantuen
gue 1l esclariment val d’'una manera absoluta i gue no @s troba en
les conductes linglistigues que esclareix, alhora gue defensa gque
unes tals conductes tenen tambe el seu propil contingut logic, 1
entrarien aixi en els processos racionals. Perd el propi
positivisme ens obiiga a respectar rigorosament les pluralitats
lagigues: hi © A afers gue detarminem de mangi-a
natural/reproductiva, d altres gue sols poden tenir un contingut
{lingiiistic) léagic, menire gus tant els primers com 218 seqons s4n
de tarannas varis: no tot podria entrar en el sateix sac, les
remissions dels problemes semblen haver de seguir camins plurals
i per aixd, entre altres motius, la feina d'un cert ambit de la
filosofia rauria tant 3 explorar, trobar i dirigir esclariments en
direccions pluwrals, com a accentuar le2g  difereéncies entre
l'esclariment i 1 'esclarit, i entre els mateixos continguts
(linglistics) logicse. Fer aixd podriem dir gue no hi hauria metode
en 1 ' accepgio forta d ' un conjunt de regles facils per a tots els
possibles dubtes: n'hi hauris qguan 1l entenguéssim tal i com he
proposarem.

Daltra banda els rnostres supbsits minims, si proclamen
obertament i sense cap mena de complex que noembrosos problemes
intel.lectuale o3 descabdgllen (i1 fins i +tot =ols es poden
descabdellar} a mivell de continguts {(lingdistics) légics, han fet
constar tambd sense cap mena de wvergonva gue els coniinguts
linglisgtics s resolen en formes I afeccions i gue gls continguts
naturals 1 reprgsentatius van essent detoerminats a tsxll de moments
ldgics, gue son els que garanteixen (quam aixe &g possible)
l'encert o alguns uwseos dels nostres registres en els afanys
tegréatics, com sigul gue la llengua en e prow i plurats. la
impartancia o aixd es palesa guan g5 fa avinent gue ta filosofia,
si meés no en alguns dels seus ambits, bhauwria de garantir gue no
recau en el verbalizme, @s a dir que hauwria de diferenciar entre
2les continguts loégics linglistic i els mo lingdistics, 1 hauria



g investigar en el propi terreny natural allo que es defensa de
trobar--hi. Pergug de vegades sembien haver—-se barrejat massa
precipitadament e2ls diversos problemes relacionats amb els
comportaments linglistics, aixd és, ia circumstancia que la llengua
s‘usa guotidianament com a reqgistre, el fet que iss nostres
dgisciplines han fet aparéixer definicions gue son 30ls registres,
1'existéncia de geometries gue sols tenen, en allo qgue els @s
privatiu, pensament lingiistic, etc., de tal manera que un hom
justificaria un pualsevol discurs tearétic pel =sol fet de ser un
assumpte lingiistic, guan, ben mirat, és el propi afany racional
gue cerca defincions merament lingdistigues o exposicions merament
linglistigues de les disciplines matematigues (per exemple} el gue
demanaria que &ild gue no vol ser wn aer discurs lingdistic no ho
gigui de fet, i &n la mesura que la defensa que tot &s discurs
jingllistic sembla ja una afirmacid no merament linglistics.

£1 caracter absolut de la reflexid fa aixi mateix gue 1
present treball no tingui més proposits que el propl exercici que
desplega; nosaltres havent diferenciat, per exemple, els diversos
nivells de les disciplines matematiques basiques, es podria creure
que una de les feines de 1la filosofia és precisament la de
sistematitzar—1los, ambh la certesa que la resultant més abstracta
és aixd, un final de cami, gue sals s ha adméz pel propl viatge (i
gue ninglk no gosaria entendre sense una tal guial). En efecte els
implicits de la propia activitat matematica abstracta remetrien en
principi a les consideracions de les coses i1 dels aprenentatges,
i en la mesura gue les nostres resultants abstracts pressuposessin
els propis implicits i fessin el terme de 1 aprenentatge d'un
individu sembla obwvwi gue 1 ' sstudi dels motius de 1 acceptacid de
ies passes gque ens hi ha dut sigui una de les manesres de
complementar la postra ciéncia, gue recaw a méz a més =n las
consideracions socials de tramsmissid de coneixements, per
consegbient de la histéria de les nostres disciplines; la historia
d'una cidgncia no seria certament la transceripeoid dels progressos
d'un ingividu en tant gue el noztre medi social hauria condensant
els esforgos dels avantpassats 1 n'hauria donat uns exposicid
consistent: els nostres aprenentatges més aviat serien una de les
conseqgidncies daguesta bistoria, i per aixd el seuw estudi seris
més aviat wuna de lez garanties gue farien versemblant la nastra
digressid. L 'exposicid delzs motius d uma cigncia abstracts — la
circumstiancia de danar—ne rat —— remetria doncs agqui necessariament
als implicits 1 a la seva higtdria (un fet piblici: es tractaria
urna mica de recuperar les nostres proples obvietsts o la memaria
d’un descabdellament pUblic a partir de lia condensacid de 1 adult
comtemparant gue hoe i com a conductas i no havent—-hi
sobredeterminacio l'estudi ez d alguns  Qrigens {actuals o
Ristédrics, tant ze val ara) a les resuliants =0ls se seqguiria com
A proces gque caldria sistematitzar a partir d'unes  minimes
assumpciones com les ofertes en sl present traball.

Tot aixa seria aiud ernn 1 exemple de lec digsciplines
matematiques 2lementals (L gue caldria perllongar), no ho seria al
peu de la lletra aguan passem a d’' altres ambits dels coneixement
tedric, que demanarien més aviat, per gxemple, lés Dases naturals



o reproductives del propi discurs, o no ho seria exactament a
1 hora de 1 estudi dels llenguatges guotidians, que palesaria que
cal respectar la seva especificitat, malgrat gue en qualsevel cas
els supdsits minims basics gque hem mantingut al llarg de 1 'escrit
semblen també del tot necessaris. Fet i fet hem assajat d oferir
alguna digressid de 1 'us de mots del llenguatge quotidia i fins i
tot hem sugoerit alguna cosa del paper del lienguatge gquotidia en
conjunt i de les seves generalitzacions, que si més no han barrat
@l pas, sembla, als logicismes 1 als idealismes, en la mesura gQue
n°hi hauria prou amb els nostres punts de partida per a garantir
1'eficécia guotidiana i els usos tedrics dels nostres reglistres.

£1 nostre treball esnsenya doncs gue, l-activitat lagica valent
d’una manera abscluta, 1l assaig d'una certa expesicio sistematica
a partir d'unes minimes assumpcions no fa més gue alld que fem cada
dia, ocupats com estem en afers linglistics i extralingldistics,
sols gue procura fer—ho amb un cert control dels moments, alhora
que recupera, dquan @s passible i en el cas de les disciplines
matematiques, els moments logics que han dut a wun aprenentatge
merament abstracte, fins a reconeéixer gue certs exercicis de les
nostres disciplines no poden pensar-se més que tal gual., £s tracta
d una exposicits sempre oberts en virtut del positivisme que 1a
inspira, perd alhora és 17unica investigacio capac de discutir
1 abast d'una gqualsevol certess bumana 1 el lloc gue ocupa en
l'univers lbgic. Per aiud vres no li g8 alié, i resta constantment
com & tasca a Ter.
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